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Resumo 
 
GANDARA, Irineu, Modelagem de Mancais Hidrodinâmicos com Movimento Oscilatório, 
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, 2006. 
96 p. Dissertação (Mestrado). 
 
  Neste trabalho foi desenvolvido um modelo matemático para mancais hidrodinâmicos com 
movimento oscilatório. Ao contrário dos mancais convencionais, o eixo não desenvolve um 
movimento completo de rotação dentro do mancal e passa a pertencer a uma nova classe definida 
como mancais hidrodinâmicos de movimento oscilatório. A motivação do trabalho veio da 
tribologia dos motores de combustão interna, na qual procurou-se estudar o problema de 
lubrificação do mancal que estabelece a conexão entre pistão e biela. Para análise do problema, 
assumiu-se o escoamento de um fluido viscoso com inércia desprezível dentro de uma folga 
inclinada formada pelas superfícies do eixo e mancal. A superfície interior é fixa enquanto a 
superfície exterior desenvolve um movimento oscilatório que resulta num escoamento combinado 
de Couette e Poiseuille. Usando a mesma abordagem da teoria da lubrificação de Reynolds e a 
solução na forma complexa conforme sugere o 2º problema de Stokes, as equações de 
conservação da massa e quantidade de movimento foram integradas analiticamente e forneceram 
os campos de velocidade, pressão e as forças hidrodinâmicas.  Como resultado, pôde-se 
determinar a espessura do filme de óleo em função do tempo e da freqüência de oscilação que 
permitiu avaliar as condições de lubrificação do sistema. 
 
Palavras Chave 
 
Lubrificação, Motores de Combustão Interna , Mancais Hidrodinâmicos e Dinâmica de Rotores 
 
  
 
 
 
 
 
Abstract 
 
GANDARA, Irineu, Model for Hydrodynamic Bearings with Oscillating Motion, Campinas, 
Mechanical Engineering Faculty, State University of Campinas, 2006. 96 p. Dissertation 
(Master of Science Degree). 
 
 In this work was developed a mathematical model for the hydrodynamic lubrication 
problem applied to bearings with oscillating motion. In contrast with common bearings, this type 
of bearing does not perform a complete rotation, belonging to a newly defined class: the bearings 
with oscillatory movement. The motivation lies in the tribology of internal combustion engines, 
specifically the lubrication problem at the bearing existing between the connecting rod and the 
piston pin. For the analysis of lubrication, a viscous fluid flow with negligible inertia inside a 
narrow gap formed by two surfaces was considered. The surfaces can be considered flat and are 
inclined to each other. The inner surface is fixed whereas the outer one performs an oscillating 
motion which generates a combined Couette-Poiseuille flow inside the gap. Using the same 
assumptions as in classical Reynolds´ lubrication equation, the simplified mass and momentum 
conservation equations were analytically solved to determine the velocity and pressure 
distributions and hydrodynamic forces. As result it was possible to determine the oil film 
thickness as function of time and oscillating frequency that allowed to evaluate the lubrication 
conditions of the system.  
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Capítulo 1 
 
Introdução 
 
  O estudo do comportamento dinâmico das máquinas rotativas é a Dinâmica de Rotores 
que pode ser descrito como, o estudo das vibrações nos eixos e suas fontes de excitação. Rotores 
será a denominação utilizada para descrever os eixos e todos os elementos a ele acoplados, tais 
como: motores, acionadores, discos, lâminas, agitadores, hélices, selos e outros. Compreende as 
partes móveis das máquinas rotativas. 
 
 A interligação entre a parte móvel, que é o rotor, e a fixa e sua fundação no solo, que é 
chamada de estrutura de montagem, é denominada mancal. Esse nome designa o elemento físico 
responsável pelo suporte do rotor em certos sistemas e direciona o movimento lateral do rotor em 
outros. Mancais hidrodinâmicos são aqueles que operam de acordo com a teoria da lubrificação 
hidrodinâmica proposta por Reynolds em 1884. Quando o rotor é colocado em operação, partindo 
do repouso, o filme de óleo existente entre sua superfície e a parte interna do mancal é o 
responsável pela sustentação do rotor em seu movimento. 
 
 Este trabalho teve por finalidade, desenvolver um modelo matemático para o problema de 
lubrificação hidrodinâmica de mancais com movimento oscilatório. Ao contrário dos mancais 
convencionais, o eixo não desenvolve um movimento completo de rotação dentro do mancal e 
passa a pertencer a uma nova classe definida como mancais hidrodinâmicos de movimento 
oscilatório. A motivação do trabalho veio da tribologia dos motores de combustão interna, no 
qual procurou-se estudar o problema de lubrificação do mancal que estabelece a conexão entre 
pistão e biela. 
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 Os mancais hidrodinâmicos apresentam uma classificação simples quanto à estrutura de 
sua geometria. Tem-se os mancais de geometria fixa e os mancais de geometria variável. Neste 
trabalho foi proposto o uso do mancal cilíndrico de geometria fixa. 
 
 O mancal cilíndrico plano é o tipo mais simples e também o mais usado entre os mancais 
hidrodinâmicos, na ausência de altas velocidades de rotação ou elevadas cargas aplicadas. 
 
 O movimento relativo entre as superfícies do rotor e do mancal, na presença do filme de 
óleo e devido às variações de atrito do lubrificante, faz com que haja uma variação na 
distribuição da pressão interna. Devido ao efeito cunha (convergente e divergente), o fluido que 
está entre o rotor e a superfície do mancal é comprimido pelo movimento do rotor, tendo sua 
pressão aumentada. O fluxo de lubrificante é então formado, partindo-se da parte convergente 
para divergente que apresenta menores pressões. A pressão varia devido ao atrito viscoso do 
lubrificante. A distribuição da pressão hidrodinâmica produz uma força que reage com a carga 
aplicada. 
 
 A não linearidade causada pelos mancais hidrodinâmicos depende do movimento relativo 
do eixo no filme de óleo. No caso das máquinas rotativas com posicionamento vertical, este 
movimento é relativamente grande, pois não há uma força gravitacional agindo sobre o rotor e 
forçando-o a encontrar um ponto de operação no mancal como no caso das máquinas de 
posicionamento horizontal. 
 
 Quando o rotor é horizontal e existe uma força estática aplicada sobre ele, há uma posição 
de equilíbrio onde a força desenvolvida pela pressão do filme de óleo iguala-se à carga aplicada, 
quando há movimento. 
 
 Para que se possa analisar e compreender o funcionamento dos mancais, é necessário o 
estudo da teoria da lubrificação, já que esta se aplica diretamente aos mancais hidrodinâmicos. A 
teoria da lubrificação para superfícies em movimento relativo é extremamente complexa 
matematicamente. Soluções para as equações diferenciais que governam seu comportamento são 
baseadas em suposições simplificadoras que permitem obter somente soluções aproximadas. 
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 A introdução de um lubrificante entre as superfícies que deslizam tem muitos efeitos 
benéficos com relação ao coeficiente de atrito. Os lubrificantes podem ser gasosos, líquidos ou 
sólidos. Lubrificantes líquidos e sólidos têm propriedades de baixa resistência à tensão de 
cisalhamento e alta resistência à compressão. Um lubrificante líquido, como o óleo derivado de 
petróleo, é essencialmente incompressível nos níveis de tensão de compressão encontrados nos 
mancais, mas ocorre cisalhamento. Portanto o óleo torna-se o material menos resistente na 
interface, e sua baixa resistência à tensão de cisalhamento reduz o coeficiente de atrito. 
 
 Desde o início do século XX, devido à demanda industrial, nosso conhecimento em todas 
as áreas da tribologia aumentou muito. Desenvolvimentos na qualidade e característica de serviço 
dos lubrificantes em muito ajudou a resolver os problemas tribológicos, mas a velocidade com 
que nossa sociedade industrial exige maiores cargas, velocidades, precisão e geralmente em 
ambientes muito hostis, faz a busca por novos desenvolvimentos no assunto. 
 
 Hoje é normal que o motor de um carro dure por volta de 150.000 km, enquanto há 25 
anos atrás, esperaría-se apenas 1/3 deste valor. Há de salientar que um carro moderno tem por 
volta de 2.000 contatos tribológicos o que faz da tribologia um assunto de crescente importância 
na engenharia. 
 
 Motores de combustão interna, por sua natureza, estão sujeitos a condições tribológicas 
extremamente desfavoráveis, tais como: pressões e temperatura elevadas, lubrificação deficitária 
nas partes com movimento relativo, regimes de trabalhos variáveis, entre outras. 
Independentemente de serem motores combustão interna de 2 ou 4 tempos, automotivos, 
estacionários ou para aplicações diversas, as condições tribológicas que afetam o desempenho 
desses motores é a mesma. 
 
 Desde a segunda metade do século XX tem havido muita pressão no sentido de se 
desenvolver motores de combustão interna de dois e quatro tempos, mais compactos, com maior 
vida útil e com maior eficiência na queima de combustível, o que representa maior potência, 
menor consumo e emissão de poluentes. Esses requisitos são diretamente relacionados a 
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desenvolvimentos e pesquisas no campo da tribologia, e consequentemente levam a novas 
especificações de projeto, menores tolerâncias de fabricação geométricas e dimensionais, novos 
requisitos de qualidade superficial, cuidados na montagem, entre outros. 
 
 Para o estudo deste problema de lubrificação, utiliza-se uma abordagem pela mecânica 
dos fluidos clássica, a fim de se estabelecer o modelo matemático que represente adequadamente 
o problema de oscilação neste tipo de mancal. O estudo da mecânica dos fluidos leva a conhecer 
os fundamentos básicos, as propriedades físicas e as possíveis simplificações que podem ser 
empregadas na formulação do problema. 
 
 Do ponto de vista da Dinâmica de Rotores, utilizamo-nos de um equilíbrio estático de 
forças, carga aplicada no eixo contra as forças hidrodinâmicas para avaliar a espessura do filme 
de lubrificante que separa as superfícies e comparará-la com a rugosidade média de acabamento, 
a fim de garantir lubrificação e evitar desgaste indesejado. 
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Capítulo 2 
 
Revisão da Literatura 
 
Os mancais tiveram sua origem com o desenvolvimento das máquinas na revolução 
industrial. São definidos como sendo os elementos que fazem uma interface entre as partes 
móveis e fixas em um sistema rotativo. Pesquisadores da época empenhavam-se em resolver o 
problema do atrito entre os eixos e suportes das máquinas, atrito este que era responsável por 
grandes perdas energéticas e elevados níveis de calor. 
 
Este problema estimulou vários pesquisadores a procurar, independentemente, maneiras de 
resolver tal problema através da lubrificação, desenvolvendo para tanto métodos teóricos ou 
experimentais. Mas foram os ingleses Tower e Reynolds, e o russo Petrov que obtiveram sucesso; 
embora trabalhando separadamente e de maneira independente, eles resolveram os problemas 
fundamentais da hidrodinâmica, equacionando o comportamento do filme de óleo existente entre 
as partes móveis e fixas das máquinas, surgindo assim um novo ramo de estudo na Engenharia 
conhecido hoje como Tribologia. 
 
Os primeiros estudos relacionados à influência do comportamento dinâmico dos mancais 
sobre as máquinas rotativas são datados de 1883 e 1885 por Tower, onde foi relatado o fato de 
que um rotor quando corretamente colocado em movimento de rotação seria sustentado pelo 
filme de óleo. Em 1884, com algumas simplificações nas equações de Navier-Stokes, Reynolds 
estabeleceu a equação diferencial para o perfil de pressões que agem entre duas superfícies em 
movimento, devido à variação da pressão interna no filme de fluido existente entre duas 
superfícies. 
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Assim Petrov e Tower, que trabalhavam no campo experimental, tiveram seus trabalhos 
confirmados teoricamente pela publicação em 1884, por Reynolds, de sua equação diferencial, 
que explica a natureza hidrodinâmica da lubrificação. Após a publicação desta equação houve um 
salto significativo no interesse pelo estudo dos mancais hidrodinâmicos. 
 
A equação diferencial desenvolvida por Reynolds é do tipo parcial não homogênea, com 
coeficientes variáveis e de complexa solução analítica. Esta descreve, em sua forma simplificada, 
o desenvolvimento da pressão interna nas direções circunferencial e axial do mancal. Uma 
limitação para a solução da equação de Reynolds, por muito tempo, foi o desconhecimento das 
condições de contorno necessárias para sua integração, diretamente relacionadas ao 
conhecimento da pressão do filme de óleo nas extremidades do mancal. 
 
O trabalho publicado por Reynolds apresentou muitos conceitos novos para o nível do 
conhecimento dos pesquisadores da época tais como: folga radial, a relação com o fenômeno de 
cavitação nas partes divergentes dos mancais, e o próprio conceito de mancais infinitamente 
longos, desprezando o termo referente ao fluxo do lubrificante e os gradientes de pressão na 
direção axial. 
 
Em 1904, Sommerfeld publicou sua solução para a equação de Reynolds, para mancais 
longos, integrando as expressões conhecidas e estabelecendo novas condições de contorno para 
as mesmas. A aplicação destas condições de contorno tornou-se uma tradição entre os 
pesquisadores por longo tempo, embora falhassem para certas condições específicas. Em muitos 
trabalhos realizados mais recentemente, as condições de contorno de Reynolds têm sido 
utilizadas, pela impossibilidade experimental de verificação da solução teórica apresentada por 
Sommerfeld. 
 
Outros tipos de mancais foram desenvolvidos entre o final do século XIX e o início do 
século XX, e alguns utilizavam outros fluidos lubrificantes, como determinados gases, por 
exemplo: o mancal desenvolvido por Kingsbury, em 1897, utilizava ar comprimido para fazer a 
lubrificação, diminuindo assim o contato direto entre as partes metálicas.  
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Neste período, foram conceituadas duas grandes características dos mancais, ambas 
relacionadas à dinâmica e à estabilidade.  A primeira, feita por Stodola, em 1925, onde percebeu 
que um mancal não podia ser considerado como um suporte rígido, mas representava um 
conjunto de molas e amortecedores cujas características tinham efeito sobre os comportamentos 
dinâmicos do rotor. A outra descoberta foi feita também no mesmo ano por Newkirk, que 
encontrou uma vibração no eixo que não poderia ser atribuída nem ao desbalanceamento nem ao 
atrito interno, provocando instabilidade. Denominou o fenômeno de “Oil Whip” originalmente e, 
posteriormente, de Whirl de Meia Freqüência. 
 
Nos períodos seguintes, que compreende os finais da primeira e segunda guerra mundial, 
até 1945, houve uma estagnação no desenvolvimento ocorrido até então na Tribologia. 
 
Neste período, apenas um nome se destacou em tal área. Swift foi quem formulou 
completamente a equação de Reynolds, assim como suas aplicações para carregamento dinâmico 
e seus problemas relacionados à estabilidade hidrodinâmica. 
 
Anos depois, dois eventos favoreceram muito o desenvolvimento desta área e o aumento de 
interesse por parte de novos pesquisadores. Foram os avanços tecnológicos da área 
computacional com o surgimento de computadores mais potentes e rápidos e o início da era 
espacial. Estes dois eventos trouxeram de volta o antigo ritmo de estudos da Tribologia. 
 
A idéia de um mancal infinitamente curto, ou seja, que apresentasse a razão L/D igual a 
zero, na qual L é o comprimento e D é o diâmetro do mancal, foi proposta por Michell em 1929, 
quando sugeriu a simplificação do termo responsável pela variação de pressão na direção 
circunferencial na equação de Reynolds. 
 
Em 1952, Orcvirk propôs uma solução completa e detalhada para o problema dos chamados 
mancais curtos que em seus estudos apresentavam uma relação de L/D menor que 1/2; hoje em 
dia esta relação é aceita para valores mais elevados. 
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Nesse período, muitos estudos foram feitos para formular os problemas matematicamente e 
relacioná-los às observações experimentais. A teoria da lubrificação hidrodinâmica estava 
amadurecendo e a equação de Reynolds já havia sido resolvida para quase todas as configurações 
geométricas, tanto para lubrificantes líquidos, quanto para gasosos. Um marco desta época foi a 
percepção de que os mancais não poderiam ser estudados isoladamente das características 
dinâmicas dos rotores, surgindo um novo enfoque além da lubrificação, denominado Dinâmica de 
Rotores. 
 
Em 1987, por ocasião do centenário da publicação da teoria hidrodinâmica de lubrificação 
por Reynolds, dois artigos muito interessantes foram publicados por Dowson e Pinkus. O 
primeiro trabalho relata as origens da teoria da lubrificação e suas dificuldades inerentes, e o 
segundo é um extenso histórico sobre a teoria em si, abrangendo os primeiros passos desde seu 
surgimento até as linhas de pesquisa atualmente em desenvolvimento. O trabalho relatou o 
esforço para a solução da equação diferencial proposta por Reynolds, para as mais diferentes 
configurações geométricas de mancais hidrodinâmicos além de ser uma interessante leitura para 
os interessados nestes estudos. 
 
Neste mesmo ano, Hashimoto et al. analisaram, agora teoricamente, os problemas 
dinâmicos característicos de mancais com escoamento turbulento para a hipótese de mancais 
curtos. Obtiveram as forças do filme de óleo considerando os efeitos da turbulência. O trabalho 
expõe uma analise linearizada da estabilidade para um rotor rígido horizontal suportado por dois 
mancais hidrodinâmicos simétricos e idênticos. Foram considerados sistemas rotor-mancal com e 
sem desbalanceamento e suas órbitas, bem como demonstradas as curvas características para 
coeficientes dinâmicos de rigidez e amortecimento. 
 
Em 1988, Hashimoto et al. publicaram um trabalho com a solução da equação diferencial de 
Reynolds para um mancal hidrodinâmico curto, considerando-se os efeitos combinados de inércia 
e turbulência do fluido em velocidade superlaminar. 
 
Em 1990, Capone empregou seu método, agora com enfoque para as condições de 
lubrificação não laminar e instável, considerando os efeitos das forças e inércia das partículas de 
 9
fluido. A análise foi realizada para mancais do tipo curto, rotor rígido e simétrico com estrutura 
de suporte rígida. 
 
Assim, à medida que as condições de operação para os rotores foram tornando-se cada vez 
mais severas, implicando em maiores velocidades de rotação e elevados níveis de cargas 
aplicadas, os estudos sobre o comportamento dinâmico passaram a levar em consideração novas 
condições possíveis, a serem impostas aos mancais como variação de temperatura, viscosidade, 
escoamento e efeitos desestabilizadores. 
 
Em 1991, Capone aperfeiçoou seu método proposto em 1986 para o cálculo da força 
hidrodinâmica em mancais cilíndricos pela simplificação da função analítica então apresentada, 
cuja solução das derivadas duplas parciais eram extremamente complexas e demoradas, mesmo 
com auxílio de computadores sofisticados, introduzindo uma nova função analítica, a qual 
necessita de somente uma operação de derivação parcial. Assim seu método de obtenção da força 
hidrodinâmica e das órbitas do rotor, através desta nova função, tornou-se mais rápido, 
possibilitando análises mais eficientes e seguras sobre o comportamento dinâmico de um sistema. 
Apesar de seu método ter sido proposto para mancais cilíndricos, este método de introdução de 
uma nova função analítica para a resolução do sistema de equações é também utilizado para a 
obtenção das componentes da força hidrodinâmica presente nos mancais segmentados. 
 
Em 1994, Dedini et al. aplicaram o método proposto por Capone (1991) para analisar o 
comportamento dinâmico de um sistema com um mancal hidrodinâmico cilíndrico, montado em 
um rotor vertical flexível. A posição orbital do rotor não carregado e, posteriormente, para as 
forças num mancal carregado. Os resultados da simulação numérica foram comparados aos 
experimentos realizados por Capone (1991) revelando coerência e concordância dos resultados. 
 
Em 1995, Cavalca et al., verificaram experimentalmente os resultados obtidos por Dedini et 
al. (1994) para órbitas de rotores flexíveis verticais com mancal cilíndrico, comparando 
resultados analíticos e experimentais com boa concordância. Foi desenvolvido um procedimento 
analítico que possibilita a análise do comportamento dinâmico de rotores montados sobre 
mancais hidrodinâmicos do tipo segmentado (Tilting Pad), considerando-se toda complexidade 
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geométrica das pás deste tipo de mancal. Realizou-se também uma simulação numérica do 
mancal para o mesmo modelo de rotor apresentado por Dedini et al. (1994). 
 
Assim, dentro do atual estágio da Dinâmica de Rotores, que compreende o estudo dos 
movimentos vibratórios dos mancais hidrodinâmicos e suas interações com as estruturas, situa-se 
a predição em projetos, ou seja, a dinâmica de rotores procura desenvolver modelos matemáticos 
de sistemas físicos antes mesmo de seu projeto, na tentativa de auxiliá-los com as importantes 
informações a respeito de seu comportamento quando colocado em operação, ou de modelamento 
de sistemas físicos existentes. Um outro estágio da Dinâmica de Rotores é sua utilização no ramo 
da manutenção mecânica, onde a simulação computacional é de imprescindível valor, pois 
permite que toda uma análise possa ser feita sem altos gastos financeiros. Por exemplo: uma 
antiga máquina rotativa já instalada há algum tempo em uma indústria, cuja documentação 
técnica inexiste ou perdeu-se ao longo dos anos, pode começar a apresentar um crescimento no 
nível de vibrações, desconhecido ou incompreendido pelos engenheiros que atualmente 
trabalham na manutenção da empresa. Neste caso, o estudo dinâmico do equipamento, através do 
modelamento matemático e de sua simulação numérica, torna-se uma alternativa de baixo custo 
para a avaliação do fenômeno físico, fornecendo subsídios técnicos sobre as tendências do 
comportamento dinâmico para análises e decisões do setor produtivo. 
 
Neste contexto, este trabalho visa complementar o estudo do comportamento dinâmico de 
um sistema rotativo, através da dedução e emprego do modelo matemático de mancais 
hidrodinâmicos com movimento oscilatório, uma vez que poucos trabalhos foram encontrados no 
levantamento bibliográfico sobre o assunto e sua aplicação como mancais de motores de 
combustão interna.  
 
Em 2002, Makino et al. publicaram um trabalho referente ao projeto de mancais de motores 
de combustão interna a diesel considerando um modelo tridimensional de lubrificação 
elastohidrodinâmica. 
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Em 2004, Wang et al. empregaram o método dos elementos finitos para analisar o problema 
de lubrificação em mancais de motores de combustão interna sujeitos a altas velocidades. Neste 
trabalho foram considerados os efeitos de inércia junto com os efeitos da pressão de combustão. 
 
Também em 2004, Galindo utilizou dois métodos para predizer carregamentos e avaliar o 
desempenho dos mancais em motores de combustão com vários cilindros. O primeiro, chamado 
de método estaticamente determinado que já era usado pela indústria automobilística há mais de 
três décadas e o segundo, chamado de método estaticamente indeterminado que é baseado na 
solução seqüencial das equações hidrodinâmicas e estruturais pelo método dos elementos finitos. 
Este último método permite resultados mais acurados, uma vez que se utiliza um número menor 
de hipóteses simplificadoras. 
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Capítulo 3 
 
Mecânica dos Fluidos Aplicada à Lubrificação 
 
Para a análise e formulação do problema de lubrificação em mancais de movimento 
oscilatório, foi utilizado uma abordagem pela mecânica dos fluidos clássica e tomando como 
ponto de partida, o estudo de problemas clássicos, a fim de obter embasamento suficiente dos 
conceitos e propriedades físicas envolvidos para assumir hipóteses simplificadoras razoáveis na 
modelagem matemática. 
 
3.1 Escoamento de Couette  
 
Um primeiro problema importante estudado, ainda que muito simplificado em relação a 
proposta deste trabalho, é o Escoamento de Couette. Conforme dito anteriormente, os casos 
clássicos servem para introduzir conceitos, o que no caso do Escoamento de Couette são as 
equações de conservação da massa e conservação da quantidade de movimento. A partir da 
descrição da geometria do problema, realiza-se uma análise de ordem de grandeza dos termos 
envolvidos adicionada de hipóteses simplificadoras de regime laminar permanente e escoamento 
incompressível. Define-se então o problema de Couette: 
 
Duas placas infinitas estão separadas por uma distância 2h, e a placa de cima move-se a 
uma velocidade U, relativa à placa inferior. A pressão p do fluido é mantida constante. A 
distância 2h é muito menor que o comprimento das placas. As condições de contorno são 
independentes nas coordenadas x e z. Assim a velocidade u = u(y). 
 
Aplicando a equação da conservação da massa no problema, tem-se: 
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Aplicando agora a equação da quantidade de movimento na direção x, tem-se: 
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Figura 3.1- Esquema do Experimento de Couette 
 
As equações (3.1) e (3.2) estão sujeitas as seguintes condições de contorno: 
 
y = -h, Vx = 0, e quando y = h, Vx = U. 
 
Substituindo (3.1) em (3.2), tem-se: 
 
02
2
=∂
∂
y
Vx  (3.3) 
 
Agora integrando a equação (3.3), obtém-se uma solução do tipo: 
 
byAVx += .  (3.4) 
 
A e b são constantes a determinar. 
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Substituindo as condições de contorno em (3.4) tem-se: 
 
( ) ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=
h
yUyVx 12
 (3.5) 
 
Neste caso percebe-se que o perfil de velocidades encontrado é descrito por uma função 
linear. 
 
Este caso pode ser aplicado à geometria de cilindros concêntricos, o que introduz as 
coordenadas cilíndricas na formulação das equações de conservação da massa e conservação da 
quantidade de movimento. 
 
Considerando que a folga entre os cilindros é muito pequena a equação da conservação da 
massa torna-se: 
 
0=∂
∂
θ
θV  (3.6) 
 
Pelas mesmas considerações e análise de ordem de grandeza, a equação da conservação da 
quantidade de movimento em θ torna-se: 
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=∂
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Vθ  (3.7) 
 
 
Figura 3.2: Esquema do problema de Couette para cilindros concêntricos 
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As equações (3.6) e (3.7) estão sujeitas as seguintes condições de contorno: 
 
r = 0, Vθ = 0, e quando r = R, Vθ = Ω.R. 
 
Finalmente por integração, da equação (3.7), obtém-se o perfil de velocidades Vθ(r). 
 
( ) rrV Ω=θ  (3.8) 
 
Toda a derivação das equações de conservação da massa, conservação da quantidade de 
movimento nas varias direções e nas coordenadas cartesianas e cilíndricas aparecem na sua forma 
mais geral e completa no Apêndice A deste trabalho. 
 
3.2 Escoamento não estacionário com fronteiras em movimento 
 
Uma variedade de soluções são conhecidas para o escoamento laminar com fronteiras em 
movimento. Algumas ilustram o comportamento da camada limite. Novamente pode-se fazer 
uma abordagem de escoamento paralelo onde u = u(y,t) e v = 0. Assim a equação da quantidade 
de movimento se torna: 
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u υ  (3.9) 
 
Seja o plano em y = 0, assim u = u(y,t). As condições de contorno são: não escorregamento 
na placa e ausência de movimento inicial do fluido. 
 
 u(0,t) = U(t), para t > 0 
 
 u(y,0) = 0,    para y > 0 
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O problema de oscilação de um fluido acima de uma placa infinita é também chamado de 
2º problema de Stokes, depois de um célebre artigo publicado em 1851. Considerou-se 
primeiramente a oscilação da placa com u(0,t) = U0cos(ωt), e com o fluido num campo bem 
acima, u(∞,t) = 0. 
 
A solução estacionária para a equação (3.9) deve ser da forma complexa, u(y,t) = f(y).eiωt, e 
1−=i . 
 
Substituindo dentro da equação (3.9), obtém-se a equação diferencial ordinária: 
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=−∂
∂ fi
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ϖ  (3.10) 
 
A solução é da forma ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡−= υ
ϖiyf exp . Pode-se separar u, em parte real e imaginária. Se 
a placa é oscilante, o resultado final é: 
 
( ) ( )ηϖη −−= tUu cosexp01 ,                                          υ
ϖη
2
y=  (3.11) 
 
Se o escoamento é oscilante u(∞,0) = U0cos(ωt) e a parede é fixa u(0,t) = 0; a solução é: 
 
( ) 102 cos utUu −= ϖ                                           (3.12) 
 
A tensão de cisalhamento na placa oscilante é dada por: 
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3.3 Teoria da lubrificação hidrodinâmica 
 
A lubrificação ou redução do atrito entre 2 corpos em contato próximo é geralmente 
acompanhada pelo movimento de um fluido viscoso através de uma folga estreita com inclinação 
entre os dois corpos. Pelo menos um dos dois corpos está em movimento. Esta teoria foi 
desenvolvida por O. Reynolds (1886). 
 
A idealização do problema é o mancal de escorregamento mostrado na Figura 3.3. A placa 
de baixo move-se a uma velocidade U e cria um escoamento de Couette dentro da folga. 
Assumindo-se que o a placa superior está fixa, a folga é muito estreita, ou seja, h(x) << L, e ela 
decresce de h0 na entrada até hL na saída. O problema então é determinar as distribuições de 
pressão e velocidade. 
 
 
Figura 3.3: Escoamento em uma folga de altura variável. 
 
p∞ p∞
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Assumindo na Figura 3.3 que o escoamento é bidimensional, ou seja, 0=∂
∂
z
 no sentido 
para dentro do papel. Adiciona-se também a hipótese de Escoamento de Stokes, isto é inércia 
desprezível. Para isso tem-se que: 2
2
y
u
x
uu ∂
∂<<∂
∂ µρ . 
 
 Por último, também assume-se um fluido incompressível. Daí obtém-se por uma análise 
das hipóteses acima e por ordem de grandeza as equações da conservação da massa e da 
quantidade de movimento em x e y. 
 
Conservação da massa: 
 
0=∂
∂+∂
∂
y
v
x
u                                           (3.14) 
 
Conservação da quantidade de movimento na direção x: 
 
2
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Conservação da quantidade de movimento em y: 
 
01 =∂
∂
y
p
ρ                                           (3.16) 
 
Examinando a Figura 3.3, o escoamento simples de Couette mostrado pelas linhas 
pontilhadas na entrada e na saída é impossível de ser desenvolvido para essa geometria, pois 
violaria a conservação da massa, ou seja, o fluxo de massa na entrada excederia o fluxo na saída. 
Para resolver esse problema, uma alta pressão se desenvolve na folga e causa um escoamento de 
Poiseuille na direção dos extremos da folga suficiente para manter o fluxo de massa constante em 
qualquer ponto na direção x. 
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Em qualquer seção do comprimento L, o perfil de velocidades é uma combinação dos 
escoamentos de Couette e Poiseuille e pode ser obtido integrando-se duas vezes a equação (3.15) 
com relação à y. 
 
Considerando as condições de contorno: y = 0, u = U e em y = h, u = 0, obtém-se: 
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Definindo como Q, o volume de lubrificante escoando na direção x na unidade de tempo e 
considerando uma largura unitária na direção z: 
 
∫= h udyQ 0                                           (3.18) 
 
Substituindo-se o valor de u na equação (3.18) e integrando, obtém-se: 
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Admitindo o fluido como incompressível, assim: 0=∂
∂
x
Q . 
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O que resulta finalmente numa equação diferencial de 2ª ordem para a distribuição de 
pressão: 
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Nessa equação, 
x
h
∂
∂  representa o efeito cunha provocado pelo escoamento e
x
ph
∂
∂
µ
3
 
representa a relação entre o gradiente de pressão com a viscosidade do fluido e a espessura da 
película do filme lubrificante. 
 
Aqui assume-se que U é constante e a variação da folga h(x) é conhecida. Então pode-se 
encontrar p(x) sujeito as condições p(0) e p(L) = p∞. A equação (3.21) é uma forma simplificada 
da equação de Reynolds (1886) para a lubrificação conhecida como equação de Reynolds para o 
mancal longo. 
 
A equação (3.21) pode ser integrada numericamente para qualquer variação de h(x). Uma 
solução fechada pode ser obtida para uma folga inclinada linear conforme a Figura 3.3. 
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Substituindo a expressão de h na equação (3.21) e integrando 2 vezes obtém-se: 
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Quando a inclinação é pequena, ou seja, a folga é aproximadamente plana, a distribuição de 
pressão é também aproximadamente simétrica com pmáx posicionada em x / L ≈ 0,5. Conforme a 
inclinação aumenta, pmáx aumenta em direção ao plano de saída e na ordem de 20/ hULµ , podendo 
chegar a valores muito altos. Citando como exemplo, um óleo SAE 50, com U = 10 m/s, L = 4 
cm e h0 = 0,1mm, computa-se 20/ hULµ = 2,5 . 107 Pa ou 250 atm. Isso proporciona uma grande 
força de sustentação e o bloco deslizante suporta uma grande carga sem que haja contato entre as 
placas. 
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A equação (3.23) é plotada na Figura 3.4 para várias razões de contração da folga. A Figura 
3.4 foi obtida de White (1974). 
 
 
Figura 3.4 Distribuição de pressão em uma folga bidimensional linearmente inclinada. 
 
Em um problema geral de lubrificação, ambas as placas superior e inferior podem estar em 
movimento relativo, normalmente e tangencialmente, e a profundidade no sentido para dentro da 
folha de papel deve ser pequeno, incluindo um escoamento na direção z. 
 
Assume-se que não há translação das placas na direção de z. A derivação completa para 
este caso é dada, por exemplo, em um texto editado por Szeri (1980). A pressão agora varia em 
ambas as direções x e z e satisfaz o seguinte equacionamento: 
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onde em geral, h = h(x,z). Esta é a equação tridimensional de Reynolds para os problemas de 
lubrificação com um fluido incompressível. 
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Capítulo 4 
 
Modelo Matemático 
 
O modelo matemático consiste basicamente na aplicação dos conhecimentos adquiridos no 
estudo da mecânica dos fluidos clássica aplicados ao problema de lubrificação nos mancais de 
movimento oscilatório.  
 
Uma combinação dos casos apresentados no capítulo 3 deste trabalho é a forma encontrada 
para representar o problema de oscilação nos mancais e fornecer o modelo matemático para as 
distribuições de velocidades, pressão no filme lubrificante e forças hidrodinâmicas. 
 
A partir daí, a dinâmica de rotores fornece condições de análise através de um equilíbrio 
estático de forças para avaliar as condições de lubrificação, lembrando que este sistema opera 
somente numa condição não estacionária e sendo assim, a espessura de filme lubrificante é uma 
função do tempo t e da freqüência de oscilação ω. 
 
4.1 Descrição do sistema 
 
Considere o conjunto eixo-mancal ilustrado na Figura 4.1. A espessura do filme óleo h 
é: ( )]cos.1[ θε+= rCh , onde Cr é a folga radial, e (ε) é a razão de excentricidade entre eixo e 
mancal, ou seja 
Cr
e=ε  e (e) é a excentricidade. 
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Ob e Oj são respectivamente os centros do mancal e do eixo, rb e rj os raios do mancal e do 
eixo. A linha de centros passa pelo centro do mancal e centro do eixo, e por sua vez estabelece o 
eixo da coordenada θ. θ = 0 em hmáx e θ = π em hmín. 
 
 
Figura 4.1 – Descrição do sistema 
 
O eixo x é paralelo à linha de centros e tangencial ao mancal. O eixo y é perpendicular a x e 
passa pelo centro do mancal. O ângulo formado entre a linha de centros e o eixo Y à esquerda é o 
ângulo de equilíbrio entre carga aplicada no eixo e forças hidrodinâmicas de sustentaçãoφ . 
 
4.2 Cilindros Excêntricos com oscilação 
 
Considerando o problema da Figura 4.1, tem-se o mancal oscilando cuja folga é preenchida 
por um fluido viscoso. Assume-se que a folga é muito pequena comparada ao comprimento 
circunferencial do mancal, isto é: h << 2πRb. Essa suposição implicará num campo de velocidades 
Vr << Vθ. 
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Assumindo na Figura 4.1 que o escoamento é bidimensional, ou seja, 0=∂
∂
z
. Adiciona-se 
também a hipótese de Escoamento de Stokes, isto é inércia desprezível. Para isso tem-se que: 
1
2
. <<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
b
rr
R
CCV
πυ
θ . 
 
Por último, também assume-se um fluido incompressível. Tem-se então o problema de 
encontrar as componentes do campo de velocidades Vθ(θ,r,t) e Vr(θ,r,t), bem como o campo de 
pressões p(θ,r,t). Daí obtém-se por uma análise das hipóteses acima e por ordem de grandeza, as 
equações da conservação da massa e da conservação da quantidade de movimento em θ e r. 
 
A conservação da massa é dada por: 
 
0=∂
∂+∂
∂
r
v
R
v r
b θ
θ  (4.1) 
 
A conservação da quantidade de movimento na direção de θ é: 
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r
v
R
p
t
v
b ∂
∂+∂
∂−=∂
∂ θθ υθρ  (4.2) 
 
A conservação da quantidade de movimento na direção de r é: 
 
0=∂
∂
r
p  (4.3) 
 
As equações (4.1), (4.2) e (4.3) estão sujeitas às seguintes condições de contorno: 
 
Parede inferior: vθ(θ,0,t)  = U0 cos(ωt) 
 
 vr(θ,0,t) = 0 
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Parede superior:        vθ (θ,h,t) = vr (θ,h,t)= 0 
 
Entrada e saída do canal:  p(0,t) = p(π,t) = p∞ 
 
Devido à oscilação do mancal, propõe-se a solução na forma complexa como sugerido no 
2º problema de Stokes apresentado no capítulo 3 deste trabalho, onde i2 = -1. 
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rr
ti
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erVtrv
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=
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 (4.4) 
 
Obtém-se desta forma: 
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(4.5) 
 
Substituindo as equações (4.5) em (4.1) e (4.2), obtém-se: 
 
0=∂
∂+∂
∂
r
V
R
V r
b θ
θ  (4.6) 
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r
V
dR
PdiV
b ∂
∂+−= θθ υθρω  (4.7) 
 
Essas equações agora estão sujeitas às seguintes condições de contorno independentes do 
tempo t: 
 
Parede inferior:  Vθ(θ,0,t)  = U0 
 
                Vr(θ,0) = 0 
Parede superior:                Vθ (θ,h) = Vr (θ,h) = 0 
 
Entrada e saída do canal:  P(0) = P(π) = P∞ 
 
Este problema pode ser considerado como uma extensão do problema de placas paralelas 
com uma oscilando, que agora inclui um termo adicional ( ) θρθ dR
dPf
b
1−= , que torna a equação 
(4.7) não homogênea. Devido ao caráter linear dessa equação, a solução geral será a soma da 
solução da equação homogênea (placas paralelas com uma oscilando), com uma solução 
particular. 
 
A solução homogênea da equação (4.7) é dada por: 
 
( )
( )
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −
=
υ
ω
υ
ω
θ
ihsenh
irhsenh
UrV 0  (4.8) 
 
O termo que satisfaz a solução particular da equação (4.7) é dado por: 
 
( ) ( )hrr
dR
dPf
b
−= θµθ 2
1  (4.9) 
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Assim, o perfil de velocidades Vθ(θ,r) é obtido pela soma das equações (4.8) e (4.9): 
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Assim: 
 
( )
( )
( ) ti
b
ehrr
dR
dP
ihsenh
irhsenh
Utrv ϖθ θµ
υ
ω
υ
ω
θ .
2
1,, 0
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−+
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −
=  (4.11) 
 
Este desenvolvimento encontra-se no Apêndice B. 
 
A integração da equação da conservação da massa (4.6) fornece: 
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Derivando Vθ(θ,r) dada pela equação (4.10) em relação a θ, obtém-se: 
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Por fim, integrando em relação à r conforme a equação (4.12) obtém-se a equação 
diferencial de segunda ordem para a distribuição de pressão: 
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(4.14) 
 
É fácil verificar que a equação (4.14) recai na equação clássica de Reynolds quando  ω →  
0. Para  ω ≠ 0  o campo de pressões  P(θ)  fica na forma complexa, e sua parte real pode ser 
determinada por operações usuais de decomposição. Por outro lado, se as placas forem paralelas 
então  dh/dθ = 0  e conclui-se que  dP/dθ = 0  devido à condição  P(0) = P(2π) = P∞ . 
 
Integrando uma primeira vez a equação (4.14) obtém-se: 
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Aqui, deve-se entender que a equação (4.15) expressa  ( )θθ fd
dP = , uma vez que  h = h(θ). 
Integrando novamente obtém-se: 
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Com as condições de contorno P(0) = P(π) = P∞. 
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(4.18) 
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Assim a distribuição de pressão em função de θ é dada por: 
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O gradiente de pressão fica sendo expresso como: 
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A componente Vr(θ,r)  do campo será dada pela integração da equação (4.13), isto é: 
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que satisfaz a condição  Vr(θ,0) = 0; a condição  Vr(θ,h) = 0  reproduz a equação (4.14). Note-se 
que Vr(θ,r) = 0 se as placas forem paralelas (dh/dθ = 0), já que, neste caso, equação (4.14) 
fornece  dP/dθ = 0. 
 
Uma vez que o escoamento é incompressível, a força elementar do fluido sobre a superfície 
superior é dada por: 
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A utilização das expressões acima obtidas para a pressão e as componentes de velocidade 
permite determinar a força resultante por meio de integração. 
 
Devido às hipóteses simplificadoras, uma análise de ordem de grandeza dos termos da 
equação (4.22) resulta na simplificação expressa por: 
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Da dinâmica de rotores e análogo ao demonstrado em Krämer (1993), tem-se: 
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A equação (4.24) e (4.25) descrevem as forças hidrodinâmicas nas direções paralela e 
perpendicular à linha de centros do mancal. 
 
As componentes de força em relação ao eixo de coordenadas X,Y, conforme a Figura 4.4 
são: 
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( ) ( )φφ senFFF yxX '' cos −=  (4.26) 
( ) ( )φφ cos'' yxY FsenFF +=  (4.27) 
 
 
A partir do desenvolvimento pela combinação de casos clássicos da mecânica dos fluidos e 
as equações da dinâmica de rotores, emprega-se o modelo agora no sistema mecânico de estudo, 
ou seja, no mancal que estabelece a conexão entre pistão e biela. A figura 4.2 ilustra o conjunto 
mecânico estudado.  
 
 
Figura 4.2 - Conjunto mecânico de estudo 
 
Na figura 4.3 propõe-se como modelo equivalente ao sistema mecânico apresentado na 
figura 4.2 um rotor rígido bi-apoiado em mancais hidrodinâmicos oscilando com freqüência ω. A 
carga aplicada na “cabeça” do pistão W, após a explosão no ciclo do motor é a condição crítica 
de carregamento do sistema, pois neste estágio obtêm-se as mais altas pressões dentro da câmara 
de combustão. 
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Figura 4.3 - Modelo proposto para análise 
 
Considerando um mancal horizontal e um carregamento estático no eixo, tem-se a seguinte 
condição para as componentes de força expressas nas equações (4.26) e (4.27). A figura 4.4 pode 
claramente ilustrar o desenvolvimento das equações para as componentes de força. 
 
 
Figura 4.4 - Forças atuando sobre o conjunto 
 
Ω
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( ) ( ) 0cos '' =−= φφ senFFF yxX  (4.28) 
( ) ( ) WFsenFF yxY −=+= φφ cos''  (4.29) 
 
O ângulo de equilíbrio de forças φ  é obtido por: 
 
⎟⎟⎠
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⎜⎜⎝
⎛= − '
'
1
y
x
F
Ftgφ  (4.30) 
 
Devido à condição não estacionária de operação deste tipo de mancal de movimento 
oscilatório, a distribuição de pressão do filme de óleo não é somente função do ângulo θ. A 
solução completa é na forma de P(θ,t) = P(θ).eiωt, conforme proposto na equação (4.4). 
 
Isso quer dizer que para cada instante de tempo haverá uma posição de equilíbrio (ε,φ ) 
conforme regem as equações (4.28), (4.29) e (4.30). Tal condição implica em um procedimento 
iterativo pela busca desta posição. Emprega-se o algoritmo de busca pela razão áurea conforme 
realizado por Cataruzzi (1998). 
 
O resultado dessa busca da posição de equilíbrio do eixo para cada instante de tempo, 
resulta num mapeamento da espessura do filme de óleo como função do tempo t e da freqüência 
de oscilação ω, que por sua vez permite avaliar as condições de lubrificação durante a operação 
do mancal. 
 
O método numérico utilizado para a solução das equações (4.19) e (4.20), bem como o 
processo de otimização pela razão áurea estão descritos no próximo capítulo deste trabalho. 
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Capítulo 5 
 
Métodos Numéricos 
 
No capítulo 4 foi desenvolvido o modelo matemático que descreve o comportamento dos 
mancais com movimento oscilatório. A solução completa do modelo matemático depende da 
integração numérica das equações (4.19) e (4.20), bem como da aplicação de um procedimento 
de otimização para busca da posição de equilíbrio estático conforme as equações (4.28) e (4.29). 
 
Este capítulo trata dos métodos numéricos empregados na solução do modelo matemático. 
Apesar do fato das equações (4.19) e (4.20) descreverem analiticamente uma função para a 
distribuição de pressão, o integrando dessas equações não possui solução analítica, portanto, para 
estas equações faz-se a integração numérica utilizando a quadratura adaptiva de Gauss/Lobatto 
que se encontra implementada no software Matlab®. A busca da posição de equilíbrio estático é 
realizada através do procedimento de otimização da razão áurea. Apresentam-se a seguir os 
métodos mencionados. 
 
5.1 Integração Numérica – Quadratura Adaptiva de Gauss/Lobatto 
 
Trata-se nesta seção do cálculo aproximado da integral de f(x), isto é: ( )∫ba dxxf . 
 
Admitem-se conhecidos os extremos do intervalo de integração, a e b, e a função f(x). O 
cálculo de integrais pode aparecer sob várias formas. Por exemplo, a função a ser integrada pode 
ser apresentada através de uma tabela de valores e esta tabela pode vir, ou não contaminada de 
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erros. O intervalo de integração pode não ser limitado. Quando apresentada por uma expressão 
analítica, f(x) pode ser muito complicada ou não existir uma primitiva para f(x). 
 
Lembra-se que a primitiva para f(x) é uma função F(x) tal que F’(x) = f(x). Se uma 
primitiva é conhecida, então pelo Teorema Fundamental do Cálculo (Newton, 1687 e Leibnitz, 
1684), o valor da integral definida é: ( ) ( ) ( )aFbFdxxfb
a
−=∫ . 
 
Na falta da primitiva, os métodos numéricos podem fornecer aproximações tão boas quanto 
se queira. 
 
A idéia básica da integração numérica reside na aproximação da função integrando por um 
polinômio. A escolha deste polinômio e dos pontos que serão usados na sua determinação vai 
definir os diversos métodos de integração. Uma vez estabelecida a aproximação polinomial 
conveniente, sua integração é fácil. 
 
As formulas de integração são somatórios cujas parcelas são valores da função f(x) 
calculados em pontos e multiplicados por pesos convenientemente escolhidos. Assim, procura-se 
desenvolver fórmulas de integração do tipo: 
 
( )∑∫
=
≅
n
i
ii
b
a
xfwdxxf
0
)(  (5.1) 
 
na qual a ≤ x0 < x1 < ... < xn  ≤ b são chamados pontos de integração e wi são os pesos da formula 
de integração. 
 
5.1.1 Fórmulas Gaussianas 
 
A integração numérica proposta aqui é do tipo da equação (5.1), onde os pontos x0, x1, ..., xn 
não são igualmente espaçados. A idéia é escolher os pontos de integração de modo que, para um 
mesmo número de cálculo de valores da função a ser integrada, conseguir melhores resultados 
que os obtidos através das fórmulas de Newton-Cotes. 
 36
 
Esta idéia foi inicialmente usada por Gauss, em 1844, portanto um século depois das 
fórmulas estabelecidas por Newton. Por isso são conhecidas como fórmulas gaussianas ou 
quadraturas gaussianas, para integração numérica. 
 
Mede-se a eficiência de uma fórmula de integração através do maior grau de polinômio 
para qual a fórmula é exata. De acordo com este critério, se uma fórmula é exata para polinômios 
de grau ≤ k, pk(x), isto é, se vale a igualdade de (5.1) para f(x) = pk(x): 
 
( ) ( )∑∫
=
≅
n
i
iki
b
a k
xpwdxxp
1
 (5.2) 
 
então ela será considerada melhor que aquelas que são exatas para polinômios de grau ≤ k-1. 
 
Como uma das aplicações dos polinômios ortogonais, justifica-se teoricamente a eficiência 
das fórmulas gaussianas através do resultado apresentado a seguir. Existem vantagens quando 
usam-se raízes de polinômios como pontos de integração. 
 
Teorema 5.1: Sejam 
 
(i) ψk(x), k = 0 : n, polinômios de grau k, ortogonais relativamente ao produto escalar 
( ) ( )∫= ba dxxgxfgf , ; 
 
(ii) x0, x1, ..., xn as raízes de ψn+1(x). 
 
Se a formula de integração 
 
( ) ( )∫ ∑
=
=b
a
n
i
iki xpwdxxf
1
, 
 
é exata para polinômios de grau ≤ n, então ela será exata para polinômios de grau ≤ 2n + 1. 
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Demonstração:  Se p(x) é um polinômio qualquer de grau ≤ 2n + 1, ele pode ser escrito na 
forma: 
 
( ) ( ) ( ) ( )xrxqxxp n += +1ψ  (5.3) 
 
onde q(x) e r(x) são polinômios de grau ≤ n, e ψn+1(x) é o polinômio da família ortogonal, de grau 
n+1. Integra-se esta expressão no intervalo usado na definição do produto escalar das funções, 
aqui designado (a,b): 
 
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ += + baba nba dxxrdxxqxdxxp 1ψ  (5.4) 
 
Como q(x) pode ser escrito em termos dos ψi(x), i ≤ n, (propriedade dos polinômios 
ortogonais) e sendo a família ψk(x) ortogonal, conclui-se que: 
 
( ) ( ) 01 =∫ +ba n dxxqxψ  (5.5) 
 
Por hipótese, a fórmula de integração é exata para polinômios de grau ≤ n, que é o caso de 
r(x), isto é: 
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ii
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0
 (5.6) 
 
Usando (5.5) e (5.6) em (5.4) e lembrando que r(x) = p(x) - ψn+1(x).q(x), tem-se: 
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Finalmente observa-se que os pontos de integração foram escolhidos como as raízes de ψn+1 
e portanto, ψn+1(xi) = 0, anulando o termo final da última expressão. Obtém-se desta maneira a 
expressão desejada. 
 
( )∑∫
=
≅
n
i
ii
b
a
xpwdxxp
0
)(  (5.8) 
 
o que demonstra ser a fórmula de integração exata para p(x), que é um polinômio menor ou igual 
a 2n + 1. 
 
O teorema anterior nos diz que para cada produto escalar, existe um conjunto de fórmulas 
de integração satisfazendo ao critério de eficiência citado no início desta seção. A fórmula de 
Gauss/Lobatto encontra-se implementada no software Matlab® e tem a formulação apresentada a 
seguir. 
 
No interior do intervalo canônico [-1,1], os pontos de integração são as raízes de π2(x), 
onde: 
 
( ) ( ) ( ) 011
1 2
2 =−∫− dxxpxx π , para todo p ∈P1. (5.9) 
 
Assim, para um valor constante, π2(x) é o polinômio de Jacobi ( )βα ,2P  de grau 2 e 
correspondente aos parâmetros α = β = 1. Uma vez que ( ) ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=
5
1. 21,12 xconstP , as raízes são: 
5
1
1 ±=±x . Por simetria, a fórmula tem a seguinte forma: 
 
( ) ( ) ( )[ ] ( )fRffbffadxxf GL+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−++−=∫− 5
1
5
111
1
1
 (5.10) 
 
onde RGL(f) = 0, para f  ∈P5. 
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A exatidão para f(x) = 1 e f(x) = x2 fornece: 
 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=+
=+
3
2
5
22
222
ba
ba
, assim: 
6
1=a  e 
6
5=b  
 
Desta forma a regra básica para a quadratura de Gauss/Lobatto é: 
 
( ) ( ) ( )[ ] ( )fRffffdxxf GL+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−++−=∫− 5
1
5
1
6
511
6
11
1
 (5.11) 
 
Utilizando a extensão de Kronrod sobre a fórmula de Gauss/Lobatto conforme descrito em 
Gander, 2000, chega-se a uma nova expressão para a regra da quadratura de Gauss/Lobatto: 
 
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )fRfff
ffffdxxf
GLK++⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−++−=∫−
0
35
16
5
1
5
1
294
125
3
2
3
2
245
7211
220
111
1
 (5.12) 
 
Novamente aplicando a extensão de Kronrod sobre a expressão (5.12), chega-se conforme 
demonstrado em Gander, 2000, expressão da quadratura de Gauss/Lobatto para um intervalo de 
integração arbitrário. 
 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{
( ) ( )[ ] ( )}mfhmfhmf
hmfhmfbfafhdxxf
b
a
672625
43277
1470
+++−+
++−++≈∫
ββ
αα
 (5.13) 
 
onde: 
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( )abh −=
2
1 , ( )bam +=
2
1 , 
3
2=α , 
5
1=β  
 
5.2 Método de Busca pela Razão Áurea 
 
Nesta seção considera-se um simples procedimento que localiza diretamente o mínimo de 
uma função f(x). 
 
Com este método literalmente encontra-se o mínimo de f(x) em qualquer intervalo a < x < b 
no qual suspeita-se que o mínimo esteja. Esta estratégia pode ser a única disponível. Por 
exemplo, o custo de um processo em uma empresa pode depender da temperatura de operação. O 
engenheiro sabe que o custo do processo depende da temperatura embora não tenha uma função 
explicita para expressá-la. Ele pode realizar experimentos em várias temperaturas e determinar o 
custo em cada uma delas e então assim determinar a temperatura que minimiza o custo. 
 
Pode-se tentar achar a posição do mínimo por um ponto aproximado, com precisão 
suficiente, ou pode-se determinar um intervalo pequeno no qual o mínimo está localizado. Deve-
se encontrar nosso objetivo da maneira mais eficiente possível, ou seja, com o menor número de 
avaliações possíveis de funções. 
 
No exemplo citado, pode não ser possível controlar a temperatura a cada 1ºC e 10ºC pode 
ser um intervalo aceitável. Mas como custa dinheiro fazer os experimentos, o engenheiro procura 
obter o resultado desejado com o mínimo de experimentos possíveis. 
 
Assume-se então dois valores a e b que determinam o intervalo, que pode até não ser muito 
refinado, no qual o mínimo da função está e que este intervalo seja unimodal, isto é, tenha 
somente um mínimo em x*. Assim, nossa função tem forma similar a da Figura 5.1. Para esta 
função, conhece-se seu valor em 3 pontos, x1, x2 e x3, com a < x1 < x2 < x3 < b, e  f(x2) < f(x1) e 
f(x2) < f(x3). Então: x1 < x* < x3. Assim, pode-se reduzir o intervalo de incerteza de (a,b) para 
(x1,x2). 
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Figura 5.1 – Exemplo de função unimodal 
 
Supondo que se queira localizar o mínimo tão precisamente quanto possível, isto é, com um 
mínimo intervalo de incerteza, mas somente dispõe-se de n avaliações de funções. Como escolher 
os n pontos onde a função deve ser avaliada?  
 
Em primeiro lugar, fica claro que não se pode escolher a posição de todos os pontos durante 
o exercício de busca. Assim deve-se deixar que os valores obtidos durante experimentos 
anteriores, definam as posições dos pontos subseqüentes.  
 
Suponha na Figura 5.1 que se tem um intervalo de incerteza (x1,x3) e tem-se o valor da 
função f(x2) dentro deste intervalo. Se fosse possível realizar mais uma avaliação da função em 
um ponto x4, onde se escolheria x4 a fim de obter um mínimo intervalo de incerteza? 
 
Supondo x2 – x1 = L e x3 – x2 = R, com L > R, estes serão fixos se x1, x2 e x3 são conhecidos. 
Se x4 é colocado em (x1,x2) então: 
 
(i) Se f(x4) < f(x2), o novo intervalo de incerteza é (x1,x2) de comprimento x2 – x1 = L. 
 
(ii) Se f(x4) > f(x2), o novo intervalo de incerteza é (x4,x3) de comprimento x3 – x2 = R. 
 
Desde que não se saiba quais desses resultados ocorrerão, escolhe-se x4 de modo a 
minimizar o tamanho de x3 – x4 e x2 – x1. Faz-se que x3 – x4 e x2 – x1 sejam iguais, posicionando 
x 
f(x) 
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x4 simetricamente no intervalo com relação à x2. Posicionando x4 dessa maneira, significa que não 
aposta-se em obter um resultado em particular. 
 
Daí, uma vez permitidos para mais uma avaliação, deve-se aplicar a mesma estratégia para 
o intervalo (x1,x2) no qual tem-se o valor x4 (i), ou (x4,x3) no qual tem-se o valor x2 (ii). Assim a 
estratégia é clara uma vez iniciada. Posiciona-se o próximo ponto dentro do intervalo que está 
sendo procurado simetricamente em relação ao ponto que já está lá. Paradoxalmente, para saber 
como começar deve-se saber como terminar. 
 
Na n-ésima avaliação posiciona-se o n-ésimo ponto simetricamente ao (n-1)-ésimo ponto. 
A posição deste último ponto em princípio está sob nosso controle. Para obter a maior redução do 
intervalo, deve-se bissecionar o penúltimo intervalo. Assim xn pode coincidir com xn-1. 
Aparentemente tem-se um problema desde que nenhuma informação adicional seja obtida. Na 
prática xn-1 e xn são separados suficientemente para nos permitir decidir em qual das metades, 
esquerda ou direita é nosso intervalo de incerteza. Eles estão a uma distância ε/2 em cada lado de 
Ln-1; ε pode ser de nossa escolha ou pode ser a mínima separação permitida entre dois pontos. O 
intervalo de incerteza será de tamanho Ln e ; Ln-1 = 2.Ln – ε. 
 
No estágio precedente xn-1 e xn-2 deve ser simetricamente posicionado dentro de Ln-2 e Ln-1. 
Assim: Ln-2 = Ln-1 + Ln. 
 
Em geral: 
 
11 +− += jjj LLL ,             para 1 < j < n. (5.14) 
 
Nem sempre é possível especificar em avançado quantas avaliações de função serão feitas. 
No processo de busca de Fibonacci, precisa-se desta informação (o número das n avaliações) para 
determinar L2, conforme descrito em Bunday (1984). 
 
 43
A busca pela razão áurea é aproximadamente tão eficiente quanto a busca por Fibonacci, 
mas não requer que a informação de n, o número de avaliações seja especificado. Quando 
realizadas j avaliações, pelo mesmo motivo de antes, tem-se: Lj-1 = Lj +Lj+1. 
 
No entanto se n não é conhecido, não pode-se usar a condição Ln-1 = 2.Ln – ε. Se mantida 
esta razão de intervalos sucessivos constante, tem-se: 
 
τ===
+
+
+
−
2
1
1
1
j
j
j
j
j
j
L
L
L
L
L
L
 (5.15) 
 
Então: 
 
j
j
j
j
L
L
L
L 11 1 +− +=   
 
ou, 
 
ττ
11+=   
 
ou ainda: 
 
012 =−−ττ   
 
cuja raiz positiva do polinômio é: 
 
618033989,1
2
51 ≈+=τ   
 
Assim: 
 
 44
2
1
1 τ=
+
−
j
j
L
L
 3
1
2 τ=
+
−
j
j
L
L
 
 
Portanto: 
11 −= n
nL
L τ   
 
Logo: 
 
1
1
−= nn
L
L τ  (5.16) 
 
Os resultados das duas avaliações de funções consideradas determinarão qual intervalo será 
investigado posteriormente. Este intervalo irá conter um dos pontos prévios e o próximo ponto 
será colocado simetricamente em relação à este. O primeiro ponto é colocado à uma distância L/τ 
a partir de uma extremidade, o segundo de mesma distância da outra extremidade. O nome razão 
áurea vem da razão da equação (5.15).  
 
Pode-se ver que Lj-1 é dividido em duas partes de tal forma que a razão entre o intervalo 
todo e a maior parte é a mesma que a razão entre a maior e menor parte, a então chamada Razão 
Áurea. 
 
Assim, finalmente procura-se no intervalo (x0,x3) e tendo as avaliações f(x1) e f(x2), têm-se 
dois casos a considerar: 
 
(i) f(x1) < f(x2), o novo intervalo será (x0,x2); 
 
(ii) f(x1) > f(x2), o novo intervalo será (x1,x3). 
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Capítulo 6 
 
Resultados 
 
Neste capítulo os resultados obtidos a partir do modelo matemático estão divididos em três 
seções separadas referentes à validação do modelo pela mecânica dos fluidos clássica, a 
integração numérica da distribuição de pressão e a busca da posição do equilíbrio estático pela 
razão áurea. 
 
Com essa divisão, propõe-se primeiramente apresentar graficamente os perfis de 
velocidade, pressão e cisalhamento obtidos através do modelo matemático desenvolvido com a 
abordagem pela mecânica dos fluidos clássica. Uma vez que são feitas simplificações na entrada 
do programa, como excentricidade nula que significa simplificação do modelo através de placas 
paralelas, ou freqüência de oscilação tendendo a zero que significa giro completo do eixo no 
mancal. Os resultados esperados são casos clássicos da literatura. Valida-se o modelo 
apresentando tais comparações. 
 
Apresenta-se na segunda seção deste capítulo, a convergência dos resultados obtidos pela 
integração numérica da expressão (4.19) para a distribuição de pressão, utilizando a quadratura de 
Gauss/Lobatto implementada no software Matlab® na rotina quadl. 
 
Na terceira seção apresentam-se o resultados obtidos para a busca da posição de equilíbrio 
estático através do método de otimização pela razão áurea. Esse resultado é muito interessante 
pois a partir dele é possível estabelecer um mapeamento da espessura do filme de lubrificante em 
função do tempo e freqüência de oscilação, o que é novidade no tratamento de mancais 
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hidrodinâmicos. Nos mancais hidrodinâmicos convencionais, com giro completo do eixo, a 
espessura do filme de óleo não é função do tempo. 
 
Para a solução numérica do modelo matemático, apresentam-se na Tabela 6.1 os dados de 
entrada, ou seja, as dimensões do mancal, condições de operação e propriedades do fluido 
lubrificante. Considera-se um óleo lubrificante SAE20W/50. 
 
Tabela 6.1 – Constantes Numéricas Utilizadas na Solução do Modelo 
Propriedades e Unidades Símbolo Valor 
Raio do Eixo                                                 [m] R 20.10-3 
Comprimento Axial do Mancal                    [m] Z 20.10-3 
Razão de Excentricidade ε  0.6 
Folga Radial                                                  [m] cr 20.10-6 
Freqüência de Oscilação                          [rad/s] ω 20.94 
Densidade                                             [kg / m3] ρ 884,6 
Viscosidade Absoluta                                [Pa.s] µ 1.17.10-2 
 
6.1 Validação do modelo pela mecânica dos fluidos clássica 
 
Uma vez implementado no Matlab® o modelo matemático desenvolvido no capítulo 4 é 
possível apresentar as saídas gráficas para os perfis de velocidade e seus gradientes, pressão e 
cisalhamento. Para efeito de comparação e validação do modelo, fixa-se uma razão de 
excentricidade de 0.6 que significa um modelo de cilindros excêntricos ou placas inclinadas e 
posteriormente, fixa-se uma razão de excentricidade nula que significa um modelo de cilindros 
concêntricos ou placas paralelas. Uma vez comparando os casos esperava-se coerência com a 
literatura. 
 
Na Figura 6.1 apresenta-se a distribuição de pressão e seu gradiente expressos pelas 
equações (4.19) e (4.20), quando integrados num intervalo de θ = 0 a θ =  2π. 
 
A Figura 6.2 representa a espessura do filme lubrificante no mesmo intervalo de θ = 0 a θ =  
2π, expressa por: ( )]cos.1[ θε+= rCh , que representa uma aproximação de uma folga inclinada 
linear. 
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Figura 6.1 - Distribuição de Pressão e Gradiente de Pressão 
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Figura 6.2 - Espessura do filme lubrificante 
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A Figura 6.3 representa o perfil de velocidades Vθ(θ,r) expressa pela equação (4.10) . A 
Figura foi colocada de duas maneiras diferentes para a análise. Note que a figura mostra que as 
condições de contorno impostas ao problema, são respeitadas, ou seja: Vθ (θ,0) = U0 e Vθ (θ,h) = 
0. 
 
 
Figura 6.3 - Perfil de velocidade Vθ(θ,r) 
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A Figura 6.4 representa a variação do perfil de velocidades com relação a direção θ, ou seja  
( )
θ
θθ
∂
∂ rV ,
expressa na equação (4.13). 
 
 
Figura 6.4 - Perfil de ( ) θθθ ∂∂ rV ,  
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A Figura 6.5 representa a variação do perfil de velocidades com relação a direção r, ou seja  
( )
r
rV
∂
∂ ,θθ . 
 
 
Figura 6.5 - Perfil de ( ) rrV ∂∂ ,θθ  
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A Figura 6.6 representa o perfil de velocidades Vr(θ,r) obtida pela expressão (4.21). A 
Figura foi colocada de duas maneiras diferentes para a análise. Note que a figura mostra que as 
condições de contorno impostas ao problema, são respeitadas, ou seja: Vr(θ,0) = 0 e Vr(θ,h) = 0 e 
pode-se perceber que Vr << Vθ, ta,bem devido à condição de h << L. 
 
 
Figura 6.6 - Perfil de velocidades Vr(θ,r) 
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A Figura 6.7 representa a variação do perfil de velocidades com relação a direção r, ou seja  
( )
r
rVr
∂
∂ ,θ . 
 
 
Figura 6.7 – Perfil de ( ) rrVr ∂∂ ,θ  
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A Figura 6.8 representa a variação do perfil de velocidades com relação a direção θ, ou seja  
( )
θ
θ
∂
∂ rVr , . 
 
 
Figura 6.8 – Perfil de ( ) θθ ∂∂ rVr ,  
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Recorrendo ao caso da razão de excentricidade nula, ou seja, simplificação do modelo por 
placas paralelas, obtém-se as seguintes soluções: 
 
Na Figura 6.9 apresenta-se a distribuição de pressão e seu gradiente expressos pelas 
equações (4.19) e (4.20), quando integrados num intervalo de θ = 0 a θ =  2π, agora com uma 
razão de excentricidade ε = 0. Neste caso, a pressão do lubrificante na folga é constante P∞ que 
somente por conveniência escolhida nula. 
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Figura 6.9 - Distribuição de Pressão e Gradiente de Pressão para ε = 0 
 
A Figura 6.10 representa a espessura do filme lubrificante no mesmo intervalo de θ = 0 até 
θ =  2π, expressa por: ( )]cos.1[ θε+= rCh . Nota-se que com razão de excentricidade ε = 0, tem-
se uma espessura constante igual à folga radial Cr, ou seja, modelo de placas paralelas. 
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Figura 6.10 - Espessura do filme de lubrificante para ε = 0 
 
A Figura 6.11 representa o perfil de velocidades Vθ(θ,r). Note que a figura mostra que as 
condições de contorno impostas ao problema, são respeitadas, ou seja: Vθ (θ,0) = U0 e Vθ (θ,h) = 
0 e agora devido à ε = 0, apresentam caráter linear. 
 
 
Figura 6.11 – Perfil de velocidade Vθ(θ,r) para ε = 0 
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A Figura 6.12 representa a variação do perfil de velocidades com relação a direção θ, ou 
seja  
( )
θ
θθ
∂
∂ rV ,
para ε = 0. 
 
 
Figura 6.12 – Perfil de ( ) θθθ ∂∂ rV , para ε = 0 
A variação do perfil de velocidades com relação a direção r, ou seja 
( )
θ
θθ
∂
∂ rV ,
 é uma 
constante para mancais concêntricos, que nesse caso tem valor de =∆
∆
r
Vθ 2,0944. 104[1/s]. 
 
 Neste caso de razão de excentricidade nula, o perfil de velocidades Vr(θ,r) e suas derivadas 
são nulos. 
 
Voltando ao primeiro caso, onde a razão de excentricidade ε = 0,6. Seja [S], a matriz das 
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conforme apresentado no Apêndice A 
 
Apresenta-se a seguir graficamente os termos desta matriz: 
 
A Figura 6.13 apresenta graficamente a tensão normal σθθ. 
 
 
Figura 6.13 – Perfil da tensão normal σθθ. 
 
A Figura 6.14 apresenta graficamente a tensão normal σrr. 
 
 
Figura 6.14 – Perfil da tensão normal σrr 
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A Figura 6.15 apresenta o perfil da tensão de cisalhamento τθr = τrθ. 
 
 
Figura 6.15 – Perfil da tensão de cisalhamento τθr 
 
Esses resultados apresentam concordância com a teoria da mecânica dos fluidos, ou seja, 
através das hipóteses simplificadoras e análise de ordem de grandeza dos termos, obtém-se uma 
expressão simplificada para a matriz de tensões, que por sua vez implicam numa expressão 
simplificada para obtenção das forças hidrodinâmicas, conforme descrito no capítulo 4 e expressa 
nas equações (4.22), (4.23), (4.24) e (4.25).  
 
Outro teste para validação do modelo pode ser empregado, quando impõe-se oscilação nula, 
ou seja, giro completo do eixo no mancal afim de comparar a solução para a distribuição da 
pressão como função do ângulo θ obtida por esse modelo e a solução obtida pela clássica equação 
de Reynolds. 
 
Nota-se que quando se impõe uma freqüência de oscilação tendendo a zero, ou seja, o eixo 
apresenta movimento rotativo completo, a solução para a distribuição de pressão é a mesma 
proposta por Sommerfeld para um mancal longo. Na figura 6.16 as duas curvas são plotadas, mas 
não é possível perceber diferença entre elas. 
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Figura 6.16 – Validação de modelo para freqüência de oscilação nula 
 
A fim de comparar a diferença entre os dois modelos, apresenta-se na figura 6.17 o 
comportamento da distribuição de pressão ao longo do tempo, para uma freqüência de oscilação 
de 20.94 rad/s na figura 6.17 (a) e uma freqüência de 10-6 rad/s, ou seja, tendendo a zero, na 
figura 6.17 (b). Percebe-se que com a freqüência de oscilação tendendo a zero, a curva da 
distribuição de pressão se mantém no eixo do tempo. 
 
 
Figura 6.17 – Distribuição de pressão em condição transiente e regime permanente 
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Ainda um resultado interessante para o estudo deste modelo é o caso onde a posição de 
equilíbrio possa ocorrer em uma razão de excentricidade alta. A razão de excentricidade pode 
variar de 0, ou seja eixo e mancal concêntricos, até 1, onde o eixo está em contato com o mancal. 
Notou-se que com solução da distribuição de pressão por este modelo, encontra-se diferença com 
relação ao modelo de Sommerfeld a partir de uma razão de 0.85. A solução por este modelo 
apresenta valores inferiores ao modelo de Sommerfeld a partir desta razão de excentricidade da 
ordem de 8 %. Apresenta-se esse resultado na figura 6.18 à uma razão de excentricidade de 
0.863. 
 
Para todos os casos estudados, seja com ou sem oscilação, à razões de excentricidade 
baixas ou altas, a condição de Escoamento de Stokes (inércia desprezível) deve ser garantida 
através da combinação de parâmetros 1
2
. <<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
b
rr
R
CCV
πυ
θ . Notou-se que em todos os casos 
estudados essa condição foi mantida, tendo como valor máximo obtido 8.10-6. 
 
 
Figura 6.18 – Comparação entre modelos para razão de excentricidade alta 
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6.3 Convergência do método numérico de integração 
 
Neste trabalho, foi desenvolvido um modelo matemático que representa o problema de 
oscilação em mancais hidrodinâmicos. Por sua vez, este modelo resulta em uma equação para a 
distribuição de pressão em função do ângulo θ que não possui solução analítica, portanto sendo 
necessário o emprego de um método numérico para integração. 
 
O método escolhido foi a quadratura de Gauss/Lobatto, devido ao fato deste método já estar 
implementado no software Matlab®. A descrição completa do método foi apresentada no capítulo 
5 e agora apresenta-se graficamente a convergência da distribuição de pressão para uma divisão 
do intervalo de integração [0,π] em 5, 10, 30 e 100 pontos. 
 
Na Figura 6.19, observa-se que a partir de uma divisão de 10 pontos no intervalo, a curva 
da distribuição de pressão é praticamente a mesma. Com uma divisão de apenas cinco pontos, 
nota-se uma tendência em manter os mesmos resultados, mas com um certo grau de imprecisão. 
Devido ao fato da boa convergência na integração da equação (4.19), utiliza-se 30 pontos para 
avaliação da função ao longo do programa implementado a fim de não ter um processo 
computacional muito carregado. 
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Figura 6.19 - Convergência do método de Gauss/Lobatto de integração numérica 
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6.4 Busca da posição de equilíbrio estático pelo Método da Razão Áurea 
 
Devido à condição não estacionária de operação deste tipo de mancal de movimento 
oscilatório, a distribuição de pressão do filme de óleo não é somente função do ângulo θ. A 
solução completa é na forma de P(θ,t) = P(θ).eiωt, conforme proposto na equação (4.4). 
 
Isso quer dizer que para cada instante de tempo haverá uma posição de equilíbrio (ε,φ ) 
conforme regem as equações (4.28), (4.29) e (4.30). Tal condição implica em um procedimento 
iterativo pela busca desta posição. Emprega-se o algoritmo de busca pela razão áurea conforme 
realizado por Cataruzzi (1998) e descrito no capítulo 5 deste trabalho. 
 
O resultado dessa busca da posição de equilíbrio do eixo para cada instante de tempo, 
resulta num mapeamento da espessura do filme de óleo como função do tempo t e da freqüência 
de oscilação ω, que por sua vez permite avaliar as condições de lubrificação durante a operação 
do mancal. 
 
Apresenta-se na Tabela 6.2 dados mais realísticos de motores de combustão interna para os 
valores de entrada do programa, uma vez que os dados apresentados na Tabela 6.1 foram 
utilizados para testes de validação do modelo. Nota-se também, que neste caso, a razão de 
excentricidade ε é uma saída do programa. 
 
Tabela 6.2 – Constantes Numéricas Utilizadas na busca pela razão áurea 
Propriedades e Unidades Símbolo Valor 
Raio do Eixo                                                 [m] R 20.10-3 
Comprimento Axial do Mancal                    [m] Z 20.10-3 
Carga Aplicada W  33598 
Folga Radial                                                  [m] cr 20.10-6 
Freqüência de Oscilação                          [rad/s] ω 439,82 
Densidade                                             [kg / m3] σ 884,6 
Viscosidade Absoluta                                [Pa.s] µ 0,0184 
 
Uma vez estabelecido um algoritmo para a busca da posição de equilíbrio em cada instante 
de tempo, pode-se então apresentar graficamente o comportamento da espessura do filme 
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lubrificante como uma função do tempo t e freqüência de oscilação ω. A Figura 6.20 apresenta 
este comportamento. 
 
Na figura 6.20 os dados da tabela 6.2 estão plotados em cor magenta. É possível perceber 
que conforme a pressão diminui com o passar do tempo, as forças de sustentação também 
diminuem, fazendo com que a posição de equilíbrio se encontre à uma razão de excentricidade 
cada vez maior.  
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Figura 6.20 – Razão de excentricidade em função do tempo. Cr = 20µm 
 
Em certos instantes, existe a inversão no movimento do eixo, conseqüentemente a 
velocidade se anula, o mesmo ocorre com a pressão no filme lubrificante, voltando a crescer no 
instante seguinte. Isso também pode ser visualizado na figura 6.20. Onde em algumas regiões, as 
forças de sustentação não são suficientes para separar completamente as superfícies, fazendo com 
que haja contato entre ambas na razão de excentricidade igual a um. Assim que a pressão 
aumenta, a razão de excentricidade para a posição de equilíbrio volta a cair. 
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Na figura 6.20, ainda é possível visualizar o que acontece quando alguns parâmetros de 
entrada são variados, por exemplo, a carga aplicada ao eixo, ou a freqüência de oscilação. Quanto 
mais alta a freqüência de oscilação, mais altas são as forças de sustentação, fazendo com que as 
posições de equilíbrio estejam mais próximas de razões de excentricidade baixas e passando um 
tempo menor em pobres condições de lubrificação. 
 
Para altas cargas aplicadas, são necessárias altas freqüências de oscilação para que existam 
condições de lubrificação por tempo satisfatórias e apenas um mínimo de instantes onde a 
lubrificação seja limite ou que haja contato. 
 
A razão de excentricidade encontrada para a posição de equilíbrio em cada instante de 
tempo dependerá de todos os parâmetros envolvidos, como a folga radial, das viscosidades 
absoluta e dinâmica, da carga aplicada entre outros. 
 
Pensando nisso, apresenta-se nas figuras 6.21, 6.22 e 6.23, qual o comportamento do 
gráfico da razão de excentricidade em função do tempo, para algumas variações impostas ao 
primeiro caso mostrado na figura 6.20.  
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Figura 6.21 - Razão de excentricidade em função do tempo. Cr = 10µm 
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Na figura 6.21, impõe-se uma folga radial de 10 µm, ou seja metade da primeira proposta 
na tabela 6.2. Percebe-se que as posições de equilíbrio se dão à razões de excentricidade menores, 
porém, isso pode não ajudar muito, pois estabelece uma margem muito pequena de segurança 
para a lubrificação. Recomenda-se que a espessura mínima do filme de óleo seja de 3 a 4 vezes 
maior que a rugosidade superficial média de acabamento das superfícies separadas. 
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Figura 6.22 - Razão de excentricidade em função do tempo. Cr = 40µm 
 
Na figura 6.22, impõe-se uma folga radial de 40 µm, ou seja o dobro da primeira proposta 
na tabela 6.2. Percebe-se que as posições de equilíbrio se dão à razões de excentricidade maiores, 
isso estabelece uma margem maior para a segurança mas mesmo assim, devido as altas razões de 
excentricidade das posições de equilíbrio, a lubrificação pode ser comprometida. 
 
Na figura 6.23, varia-se a viscosidade cinemática e absoluta. Na tabela 6.2, encontram-se os 
valores de viscosidade máximos encontrados nos catálogos on-line disponibilizados pela 
Petrobrás. Agora utiliza-se os valores mínimos encontrados nestes mesmo catálogos. Sendo 
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assim, tem-se µ = 0,007833 [Pa.s] para a viscosidade absoluta e  ρ = 888,7 [kg/m3] para 
densidade num óleo SAE20W. Percebe-se que diminuindo a viscosidade, aumentam-se os valores 
de razão de excentricidade para as posições de equilíbrio. 
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Figura 6.23 - Razão de excentricidade em função do tempo. Viscosidades menores 
 
Em resumo, o que é possível esperar deste procedimento e sua contribuição no estudo da 
dinâmica de rotores e problemas de lubrificação em mancais, é que a partir deste mapeamento da 
razão de excentricidade como função do tempo, seja possível combinar parâmetros de engenharia 
envolvidos no projeto de mancais hidrodinâmicos, a fim de minimizar os efeitos de desgaste e 
lubrificação limite, fazendo com que o mancal trabalhe sempre mais próximo das baixas razões 
de excentricidade e passem o menor tempo possível nas condições de pobre lubrificação e razões 
de excentricidade altas. 
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Capítulo 7 
 
Discussão 
 
Discute-se aqui os resultados apresentados no capítulo 6 da mesma maneira como foram 
apresentados, ou seja em três seções separadas, a validação do modelo pela mecânica dos fluidos, 
a convergência do método numérico de integração e a busca da posição de equilíbrio através do 
método de otimização pela razão áurea. 
 
7.1 Validação do modelo pela mecânica dos fluidos 
 
A primeira discussão que surge é sobre a distribuição de pressão como função da posição 
angular θ ao redor do mancal. Na Figura 6.1, apresenta-se a solução completa desta distribuição, 
ou seja, ao longo do intervalo [0,2π]. 
 
Nota-se que as pressões positivas são geradas na parte convergente do filme de lubrificante 
(0 ≤ θ ≤ π), enquanto as pressões negativas na parte divergente do filme (π ≤ θ ≤ 2π). A Figura 
6.1 mostra que a distribuição da pressão é obliquamente simétrica, com valores numéricos de 
máxima e mínima pressão e suas posições relativas sendo iguais. 
 
As pressões na parte divergente do filme de lubrificante são todas menores que a pressão 
ambiente. Tais pressões são raramente encontradas em mancais reais. Óleos minerais contém 
entre 8 e 12% de ar dissolvidos em sua composição. Este ar começará a sair da solução toda vez 
que a pressão cair abaixo da pressão de saturação, conforme Hamrock (2004). 
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 Em muitas situações a pressão de saturação é similar à pressão ambiente envolvendo o 
mancal e nestes casos a liberação de gases manterá a pressão no espaço divergente da folga 
próxima do nível ambiente. Hamrock (2004). 
 
O fato das pressões abaixo da pressão ambiente obtidas pela análise completa de 
Sommerfeld levou a sugestão de que as mesmas, em alguns casos, podem ser ignoradas. Esta 
aproximação que limita a análise à parte convergente do filme de lubrificante é conhecida como 
“Meia Solução de Sommerfeld”. Esta aproximação de fato pode conduzir à predições mais 
realistas das características do mancal. 
 
Fazendo-se a comparação de dois casos clássicos da mecânica dos fluidos, cilindros 
excêntricos e concêntricos, os gráficos apresentados sugerem a validação do modelo, uma vez 
que imposta a simplificação da razão da excentricidade ε = 0, os resultados mostram 
concordância com a literatura. O perfil de velocidade tangencial do mancal torna-se linear e nulo 
na direção radial. 
 
Na condição onde a freqüência de oscilação tende a zero, tem-se o mesmo resultado da 
solução de Sommerfeld para mancais longos, conforme apresentado por Norton (1996). A 
distribuição de pressão por ambos modelos são idênticas. 
 
Na condição de uma posição de equilíbrio à uma razão de excentricidade alta, acima de 
0.85, observa-se que o modelo desenvolvido para os mancais oscilantes apresenta uma variação 
ao modelo de Sommerfeld para mancais longos, obtendo-se valores por volta de 8% inferiores, o 
que resulta em forças de sustentação menores.  
 
Em todos os casos estudados, houve a preocupação de averiguar a combinação de 
parâmetros expressa nas hipóteses do modelo matemático: 1
2
. <<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
b
rr
R
CCV
πυ
θ . Tal combinação 
de parâmetros garante a hipótese do Escoamento de Stokes, ou seja, os termos inerciais das 
equações de Navier-Stokes são desprezíveis quando comparados aos viscosos.  
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Conforme mencionado no capítulo dos resultados, essa combinação foi garantida nos casos 
estudados, sempre estando abaixo de 8.10-6. Isso garante a validade do modelo no caso estudado. 
Quando a combinação não satisfizer a relação acima, outro modelo deve ser empregado, 
considerando os termos inerciais que conseqüentemente levam a uma formulação com alto grau 
de não linearidade do problema. 
 
7.2 Convergência do método numérico de integração 
 
Fez-se a escolha do software Matlab® para implementação do modelo, devido ao seu amplo 
uso em problemas de engenharia. Neste software já existem soluções implementadas e otimizadas 
dos métodos numéricos mais comuns. Devido a isso, uma consulta no tutorial do software e 
livros de cálculo numérico, escolheu-se o método da quadratura de Gauss/Lobatto para integração 
da equação (4.19).  
 
A escolha entre 5, 10, 30 e 100 pontos foi feita basicamente para ilustrar a convergência 
entre uma opção com número reduzido e um número grande de pontos para a avaliação da 
função. Nota-se na Figura 6.19, que a convergência não necessita de um grande número de 
pontos neste intervalo de integração, o que é bom, pois impacta em menos tempo de 
processamento computacional. Logo, o método numérico utilizado, satisfaz as necessidades neste 
problema. 
 
 
7.3 Busca da posição de equilíbrio estático pelo Método da Razão Áurea 
 
A busca da posição de equilíbrio do eixo para cada instante de tempo pelo método da razão 
áurea, resulta num mapeamento da razão de excentricidade como função do tempo t e da 
freqüência de oscilação ω, que por sua vez permite avaliar as condições de lubrificação durante a 
operação do mancal. 
 
Pode-se então caracterizar a dependência do tipo de lubrificação e do coeficiente de atrito 
resultante basicamente dos parâmetros: Viscosidades (Absoluta e Dinâmica), Freqüência de 
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Oscilação (ω) e Carga Aplicada (W). Uma vez estabelecido o algoritmo de busca, pode-se 
escolher a melhor combinação desses parâmetros que melhor garanta a lubrificação ao longo do 
tempo. 
 
Quanto maior a viscosidade, menor a freqüência de oscilação necessária para evitar o 
contato entre eixo e mancal sob a ação de uma determinada carga. Acréscimos na viscosidade 
além do necessário para atingir a lubrificação completa ou a própria lubrificação hidrodinâmica, 
acarretam em mais atrito devido ao aumento nas forças necessárias para cisalhar o filme de óleo.  
 
Quanto maior a freqüência de oscilação, menor a viscosidade necessária para evitar o 
contato entre eixo e mancal sob ação de uma dada carga. Porém, devido à condição não 
estacionária de operação deste tipo de mancal, sempre ocorrerão situações onde existirá inversão 
do movimento do eixo e velocidade tangencial nula, implicando em lubrificação limite ou contato 
em alguns instantes de tempo. 
 
Quanto menor for a carga aplicada no mancal, menores serão a viscosidade e a freqüência 
de oscilação necessárias para evitar o contato entre o eixo e o mancal. 
 
Em conjuntos eixo-mancal de escorregamento com movimento oscilatório, todos os três 
regimes de lubrificação ocorrerão durante toda a operação. Assim que o eixo começa a girar, ele 
estará na lubrificação limite. Se sua velocidade de operação for suficiente, ele passará pelo 
regime misto e atingirá o regime de lubrificação completa desejado, onde o desgaste é reduzido 
praticamente a zero se o lubrificante é mantido limpo e não superaquecido. Porém, devido à 
oscilação, a velocidade diminui até zero onde ocorre a inversão do sentido de movimento fazendo 
com que o eixo passe novamente por lubrificação limite, mista e completa. 
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Capítulo 8 
 
Conclusão e sugestão para trabalhos futuros 
 
Conforme já escrito na introdução deste trabalho, a fonte motivadora do estudo é a 
tribologia dos motores de combustão interna, onde procurou-se estudar o problema de 
lubrificação no mancal que estabelece a conexão entre pistão e biela. 
 
Existe um desafio muito grande em resolver o problema das perdas ocasionadas devido ao 
desgaste e atrito. Estima-se que estas perdas estão avaliadas em torno de 2 à 4 % do PIB nacional, 
conforme Stoeterau (2004). Uma maneira de lutar contra o problema é aumentar a confiabilidade, 
durabilidade, qualidade e desempenho de componentes usados em importantes setores de geração 
de riqueza (automotivo, aeroespacial, máquinas e ferramentas, setor biomédico, compressores, 
motores, entre outros). Dessa forma pequenos avanços obtidos em componentes isolados, quando 
somados, podem representar grandes ganhos em eficiência contribuindo para o desenvolvimento 
econômico e ecológico. 
 
Com esse propósito foi desenvolvido um modelo matemático neste trabalho de mestrado 
acadêmico, onde empregou-se os conhecimentos da mecânica dos fluidos clássica, aliados à 
teoria da dinâmica de rotores para representar adequadamente o problema de lubrificação nos 
mancais de movimento oscilatório. 
 
Devido à condição não estacionária de operação deste tipo de mancais, a solução deste 
modelo também apresenta um caráter não estacionário, onde a grande contribuição do trabalho 
está em fornecer um mapeamento das condições de lubrificação ao longo do tempo de operação. 
 
 72
Esse mapeamento depende dos parâmetros de engenharia envolvidos no projeto de 
mancais, principalmente das viscosidades dinâmica e absoluta, a freqüência de oscilação e a 
carga aplicada, e os demais fatores geométricos.  
 
Dessa forma, uma boa combinação entre os parâmetros pode fornecer a melhor resposta do 
sistema com relação às condições de lubrificação, ou seja, minimizando as condições de atrito e 
desgaste em instantes onde o próprio princípio de funcionamento não permite lubrificação 
completa. 
 
Quanto à metodologia utilizada, o avanço a partir de casos clássicos da mecânica dos 
fluidos até o emprego da solução na forma complexa para o problema de oscilação e a 
consideração de um carregamento estático no eixo, mostrou-se eficiência em termos de 
aprendizado e aplicação, uma vez que este é um modelo novo para a dinâmica de rotores. 
 
Durante o desenvolvimento do trabalho já se pensou em outras formas nas quais a 
abordagem utilizada pode ser melhorada e outras considerações que podem ser adicionadas ao 
modelo tornando-o mais próximo do caso real. 
 
Assim para trabalhos futuros pode-se incluir o efeito de esmagamento do filme de 
lubrificante, conhecido na literatura como “squeeze film”.  
 
Uma consideração importante a ser adicionada ao modelo é a variação da carga aplicada ao 
eixo conforme o ângulo de rotação da manivela nos motores de combustão. Aqui se considera um 
carregamento estático baseado na carga crítica de explosão durante todo o tempo de operação. 
Como se sabe, existe um alívio da carga no ciclo de funcionamento do motor após o tempo 
explosão, que sugere condições menos críticas para lubrificação. 
 
Outra sugestão muito importante é a realização de um trabalho experimental para 
confrontar dados com a simulação obtida através do modelo matemático.  
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Apêndice A 
 
Equações de Movimento dos Fluidos 
 
A.1 Conservação da massa 
 
A hipótese do contínuo, ou seja, aquela segundo um fluido pode ser tratado como uma 
distribuição contínua de matéria, leva diretamente a uma representação de campo das 
propriedades do mesmo. Os campos de propriedades são definidos por funções contínuas das 
coordenadas espaciais e do tempo. Os campos da massa específica e da velocidade são 
relacionados através da conservação da massa. Apresenta-se a seguir a dedução da equação 
diferencial para a conservação da massa em coordenadas retangulares e cilíndricas. Em ambos os 
casos a dedução é feita pela aplicação da conservação da massa a um volume de controle 
diferencial. 
 
A.1.1 Sistema de coordenadas retangulares 
 
Em coordenadas retangulares, o volume de controle escolhido é um cubo infinitesimal com 
lados de comprimento dx, dy e dz, conforme ilustrado na Figura A.1. A massa específica no 
centro O do volume de controle é ρ e a velocidade é wkvjuiV
^^^ ++=→ . 
 
A fim de avaliar as propriedades em cada uma das seis faces da superfície de controle, 
usare-se uma expansão em série de Taylor em relação ao ponto O. Por exemplo, na face direita: 
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Figura A.1: Volume de controle diferencial em coordenadas retangulares 
 
Desprezando os termos de ordem superior, pode-se escrever: 
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onde ρ, u, 
x∂
∂ρ  e 
x
u
∂
∂  são todos avaliados no ponto O. Os termos correspondentes na face 
esquerda são: 
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Um enunciado da conservação da massa é: 
 
                           +                                               =  0 
 
 
A fim de avaliar o primeiro termo dessa equação, deve-se avaliar ∫ →→⋅SC AdVρ ; tem-se que 
considerar o fluxo de massa através de cada uma das seis faces da superfície de controle. Os 
detalhes dessa avaliação são mostrados na Tabela A.1. As velocidades através de cada face foram 
admitidas como estando nos sentidos positivos dos eixos coordenados. 
 
Tabela A.1:  Fluxo de massa através da superfície de controle de um volume de controle 
retangular diferencial. 
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Então,  
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Assim, a taxa líquida de fluxo de massa para fora da superfície de controle é dada por: 
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A massa dentro do volume de controle, em qualquer instante, é o produto da massa por 
unidade de volume, ρ, pelo volume dxdydz. Então a taxa de variação de massa dentro do volume 
de controle é dada por: 
 
dxdydz
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Em coordenadas retangulares, a equação diferencial para a conservação da massa é então: 
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A equação (A.1.a), e freqüentemente chamada de equação da continuidade. Uma vez que o 
operador vetorial ∇ , em coordenadas retangulares é dado por: 
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e a equação da continuidade pode ser escrita como: 
 
0=∂
∂+⋅∇ →
t
V ρρ  (A.1.b) 
 
Dois casos para os quais a equação diferencial da conservação da massa pode ser 
simplificada são dignos de nota. 
 
Para o escoamento incompressível, ρ é constante, ou seja, a massa específica não é função 
nem das coordenadas espaciais, nem do tempo. Para o escoamento incompressível, a equação da 
conservação da massa é simplificada para: 
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Para o escoamento permanente, todas as propriedades do fluidos são por definição 
independentes do tempo, assim 0=∂
∂
t
ρ  e quando muito, ρ = ρ(x,y,z). Para o escoamento 
permanente, a equação da continuidade pode ser expressa como: 
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A.1.2 Sistema de coordenadas cilíndricas 
 
Um volume de controle adequado para coordenadas cilíndricas é mostrado na Figura A.2. 
A massa específica no centro O do volume de controle é ρ e a velocidade ali é 
^^^
zrr kVVeVeV ++=
→
θθ , onde 
^
re , 
^
θe e 
^
k  são vetores unitários nas direções r, θ e z, 
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respectivamente, e Vr, Vθ e Vz são as componentes de velocidade nas direções r, θ e z, 
respectivamente. Para avaliar ∫ →→⋅SC AdVρ , deve-se considerar o fluxo de massa através de cada 
uma das seis faces do volume de controle. As propriedades em cada uma delas são obtidas 
partindo se de um desenvolvimento em série de Taylor em torno do ponto O. Os detalhes da 
avaliação do fluxo de massa são mostrados na Tabela A.2.  As componentes de velocidade Vr, Vθ 
e Vz são todas admitidas no sentido positivo das coordenadas. 
 
 
Figura A.2: Volume diferencial e controle em coordenadas cilíndricas 
 
Tabela A.2: Fluxo de massa através da superfície de controle de um volume de controle cilíndrico 
diferencial. 
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Inferior 
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Verifica-se que a taxa líquida de fluxo de massa para fora da superfície de controle é dada 
por: 
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VrV
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A massa dentro do volume de controle em qualquer instante é o produto da massa por 
unidade de volume ρ, pelo volume rdrdθdz. Então a taxa de variação da massa no interior do 
volume de controle é dada por: 
 
dzrdrd
t
θρ∂
∂  
 
Em coordenadas cilíndricas, a equação diferencial para a conservação da massa é então: 
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ou 
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Dividindo tudo por r, obtém-se: 
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θ
ρρ θ  (A.2) 
 
Em coordenadas cilíndricas o operador vetorial ∇  é dado por: 
 
z
ke
r
er ∂
∂+∂
∂+∂
∂=∇ ^^^ θθ  
 
Assim a equação (A.2) também pode ser escrita em notação vetorial como: 
 
0=∂
∂+⋅∇ →
t
V ρρ  (A.1.b) 
 
Para o escoamento incompressível, onde ρ é constante a equação (A.2) reduz-se a: 
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Para o escoamento permanente a equação (A.2) reduz-se a: 
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rr
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Quando escrita na forma vetorial, a equação diferencial da conservação da massa na 
equação (A.1.b), pode ser aplicada em qualquer sistema de coordenadas. Simplesmente substitui-
se a expressão apropriada no lugar do operador vetorial ∇ . Em retrospecto, esse resultado não 
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surpreende, uma vez que a conservação da massa aplica-se sempre, a despeito da nossa escolha 
do sistema de coordenadas. 
 
A.2 Conservação da quantidade de movimento 
 
Uma equação dinâmica descrevendo o movimento do fluido pode ser obtida aplicando-se a 
segunda lei de Newton a uma partícula. Para deduzir a forma diferencial da equação da 
conservação da quantidade de movimento, aplica-se a segunda lei de Newton a uma partícula 
fluida infinitesimal de massa dm. 
 
Deve-se lembrar que a segunda lei de Newton para um sistema é dada por: 
 
sistema
dt
PdF ⎟⎟
⎟
⎠
⎞
=
→
→
 (A.2.a) 
 
onde a quantidade de movimento, 
→
P , do sistema, é dada por: 
 
dmVP
sistemamassa
→→ ∫= )(  (A.2.b) 
 
Então, para um sistema infinitesimal de massa dm, a segunda lei de Newton pode ser 
escrita: 
 
sistema
dt
VddmFd ⎟⎟
⎟
⎠
⎞
=
→
→
 (A.3) 
 
A expressão para a aceleração de um elemento fluido de massa dm movendo-se num campo 
de velocidade é dada por: 
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 (A.4) 
 
Tendo obtido uma expressão para a aceleração de um elemento fluido de massa dm 
movendo-se num campo de velocidade, pode-se escrever a segunda lei de Newton como equação 
vetorial. 
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∂
∂+∂
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∂==
→→→→→
→
t
V
z
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Vv
x
Vudm
dt
VddmFd  (A.5) 
 
Precisa-se agora obter uma formulação adequada para a força, 
→
Fd , ou suas componentes, 
dFx, dFy e dFz, atuando sobre o elemento. 
 
A.2.1 Forças atuando sobre uma partícula fluida 
 
É importante lembrar que as forças que atuam sobre um elemento fluido podem ser 
classificadas como de campo ou de superfície; as de superfície incluem tanto as normais, quanto 
as tangenciais (de cisalhamento). 
 
Considera-se a componente x da força agindo sobre um elemento diferencial de massa dm e 
volume dV = dx dy dz. Apenas aquelas que atuam na direção x darão origem as forças 
superficiais na direção de x. Se as tensões no centro do elemento diferencial forem tomadas como 
σxx, τxy e τzx, as tensões atuantes na direção x em cada face do elemento (obtidas por um 
desenvolvimento em série de Taylor em relação ao centro do elemento) são conforme mostrado 
na Figura A.3 
 
Para obter a força se superfície líquida na direção de x, dFs, deve-se somar as forças nessa 
direção. Então, 
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Figura A.3 – Tensões na direção x de um elemento fluido 
 
Simplificando, obtém-se: 
 
dxdydz
zyx
dF zxxyxxSx ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂+∂
∂= ττσ  
 
Quando a força da gravidade é a única força de campo atuante, então a força de campo por 
unidade de massa é igual a 
→
g . A força líquida na direção x, dFx, é dada por: 
 
dxdydz
zyx
gdFdFdF zxyxxxxSBx xx ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂+∂
∂+=+= ττσρ  (A.6.a) 
 
Podem-se deduzir expressões similares para as componentes de força na direção y e z: 
 
 89
dxdydz
zyx
gdFdFdF zyyyxyySBy yy ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂+∂
∂+=+= τστρ  (A.6.b) 
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A.2.2 Equação diferencial da conservação da quantidade de movimento 
 
Formula-se expressões para as componentes, dFx, dFy e dFz, da força 
→
Fd , atuante sobre o 
elemento de massa dm. Substitui-se essas expressões nas componentes x, y e z da equação A.5, 
obtém-se então as equações diferenciais de movimento. 
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As equações (A.7) são as equações diferenciais do movimento de qualquer partícula fluida 
que satisfaça a hipótese do contínuo. Antes que elas possam ser utilizadas na solução de u, v e w, 
devem ser obtidas expressões adequadas para as tensões, em termos dos campos de velocidade e 
de pressão. 
 
A.2.3 Fluidos Newtonianos: Equações de Navier-Stokes 
 
Para um fluido Newtoniano, a tensão viscosa é proporcional à taxa de deformação por 
cisalhamento (taxa de deformação angular). As tensões podem ser expressas em termos dos 
 90
gradientes de velocidade e das propriedades dos fluidos, em coordenadas retangulares, como 
segue: 
 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂==
y
u
x
v
yxxy µττ  (A.8.a) 
 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂==
z
v
y
w
zyyz µττ  (A.8.b) 
 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂==
x
w
z
u
xzzx µττ  (A.8.c) 
 
x
uVpxx ∂
∂+⋅∇−−= → µµσ 2
3
2  (A.8.d) 
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z
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2  (A.8.f) 
 
onde p é a pressão termodinâmica local. A pressão termodinâmica é relacionada com a densidade 
e temperatura pela relação termodinâmica usualmente chamada de equação de estado. 
 
Se estas expressões forem adicionadas às equações de movimento (A.7), obtém-se: 
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Essas equações do movimento são chamadas de equações de Navier-Stokes. Elas são em 
muito simplificadas quando aplicadas ao escoamento incompressível com viscosidade constante. 
Nestas condições elas se reduzem à: 
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A.2.4 Equações do movimento em coordenadas cilíndricas 
 
As tensões normais e de cisalhamento em coordenadas cilíndricas para massa específica e 
viscosidade constantes são: 
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As equações de Navier-Stokes em coordenadas cilíndricas para massa específica e 
viscosidade constantes expressas em suas componentes r, θ e z, respectivamente são: 
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Apêndice B 
 
Equações de Movimento dos Fluidos 
 
B.1 Solução da Equação Diferencial para Mancais Oscilantes 
 
 Apresenta-se aqui a solução da equação diferencial da conservação da quantidade de 
movimento em θ, apresentada na seção 4.2 no capítulo do modelo matemático. 
 
 A equação é dada por: 
 
2
21
r
v
R
p
t
v
b ∂
∂+∂
∂−=∂
∂ θθ υθρ  (4.2) 
 
Resolvendo a equação 4.2 sem o termo adicional  ( ) θρθ dR
dPf
b
1−= , tem-se: 
 
2
2
r
v
t
v
∂
∂=∂
∂ θθ υ  (B.1) 
 
Sujeito a: 
 
vθ(0,t) = U0.cos(ω.t) 
 
vθ(h,t) = 0 
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Desta forma tem-se: 
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v ωθ ω)(=∂
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r
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 Substituindo na equação diferencial B.1 obtém-se: 
 
0)()(" =− rfirf υ
ϖ  (B.2) 
 
Sujeito a: 
 
f(0) = U0 
 
f(h) = 0 
 
Determinando os autovalores, propomos a solução da equação diferencial B.2 como: 
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Assim: 
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 Assim a solução geral da equação 4.2 pode ser expressa na forma de: 
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 Substituindo as condições de contorno, temos: 
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 Finalmente chegamos a solução da parte homogênea da equação para a velocidade 
tangencial Vθ(r): 
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O termo que satisfaz a solução particular é: 
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d
dP
R
f −= θµθ 2
1  (B.5) 
 
Desta forma, obtém-se a solução completa como: 
 
( )
( )
( )hrr
d
dP
Rihsenh
irhsenh
VrV −+
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −
= θµ
υ
ω
υ
ω
θθ 2
1, 0  (B.6) 
 
 
 
  
